APLICACION DEL MODELO
de Politica Iterativa para la Solucion de Procesos
Decisionarios en Serie de Naturaleza Markoviana
a la toma de Decisiones en Sistemas Nacionales

Por: Max Alberto Soto

Introducciéon

El propdsito de este ensayo es el de investigar procesos decisionarios
que han sido desarrollados en otros campos —especialmente el de Inves-
tigaciones Operativas— y aplicarlos a la toma de decisiones de sistemas
nacionales con el propésito de estimular el estudio de nuevos enfoques
para la solucién de problemas viejos. Especificamente, se brega aqui con

* Este trabajo esta basado en los desarrollos presentados por R. Howard en su libro Dynamic
Programming and Stochastic Processes, MIT Press, 1960, y no reclama originalidad excepto
posiblemente en el area de aplicacién.
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procesos de naturaleza markoviana que requieren soluciones en “secuen-
cia”, es decir, una serie de decisiones, cada una sucediendo a otra anterior.
En términos generales, lo que se trata de obtener es una serie de decisio-
nes a tomar bajo diferentes circunstancias o “estados”, que mejoraria
las probabilidades del sistema en cuestién de logran sus objetivos. Pri-
mero se revisaran conceptos fundamentales, como el de procesos Markov
y el de decisiones secuenciales, y luego se explicara el método de “politica
iterativa” para los casos de una v de varias “cadenas recurrentes”. Tam-
bién se discutirdn ejemplos en el contexto de sistemas nacionales.

Decisiones en secuencia para procesos estocisticos

Un proceso es estocastico si se desarrolla probabilisticamente a través
del tiempo. Es decir, se define como una coleccién de variables aleatorias
(X)) en las que el indice t puede tomar valores contenidos en un con-
junto T, que frecuentemente se considera como el conjunto de los nimeros
enteros positivos. (X,) representa una caracteristica de interés de un sis-
tema dado en el tiempo t.*

En problemas de programacion, se trata de determinar los valores de
las variables controlables, o de decisién, que obtuviesen una funcién dada
(el objetivo). Dichos valores dependerin de los parametros del problema,
tales como los recursos disponibles, los coeficientes tecnolégicos, etc. Ge-
neralmente al variar los parametros cambian los valores de las variables
‘“de control” que optimizan la solucién. El problema con el que tropiezan
los métodos utilizados regularmente, los cuales se basan en el algoritmo
“simplex”, es que no permiten la atencién de soluciones en los que se ex-
prese explicitamente un conjunto de valores de las variables de decisién
en funcién de los parametros.2

Los problemas de decision “secuencial” envuelven la toma de por lo
menos dos decisiones en diferentes tiempos y en los cuales la(s) dltima(s)
decision (es) depende(n) no sélo de la decision anterior sino que también
de algunos parametros estocasticos cuyos valores seran conocidos antes de
tomar decisiones posteriores. De esto se desprende que la caracteristica
esencial de los problemas de decisiones en secuencia es que por lo menos una
de las decisiones no se tomara sino hasta que uno o mas de los parimetros
estocasticos del sistema hayan sido observados. Es decir, que la solucién
optima no sera sencillamente un niimero sino que una funcién de una o

1 Hillier F., Lieberman, G., Introduction to Operations Research, Holden Day, San Francisco,
1968, p. 402.

2 Hadley, G., Non Linear and Dynamic Programming, Addison-Wesley, Massachusetts, 1964,
p. 158;
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més variables relacionadas con las variables aleatorias que se observaron
antes de tomar la decisién.®

Precesos Markov

Un proceso markov es un modelo matematico que se presta para el
estudio de sistemas complejos. Los dos conceptos fundamentales de los
procesos Markov son el de “estado” y el de “transicion”.

Un estado es un vector de parimetros que describe la condicién del
sistema. Asi pues, se dice que un sistema ocupa cierto “estado” cuando
éste es completamente descrito por los valores de las variables que definen
ese “estado”. Logicamente, el sistema harid una transicion cuando pasa
a ser descrito por los valores de las variables de otro estado. R. Howard,
explicando el concepto de procesos Markov, hace una analogia que dificil-
mente se puede superar en cuanto a simpleza. Dice que el proceso se
puede representar por un sapo que descansa sobre la hoja de un lirio en un
lago, y con el pasar del tiempo el sapo salta de una hoja a otra, segin se
le antoje de momento. El estado del sistema estaria entonces represen-
tado por el nimero de la hoja sobre la cual se encuentra el sapo; y cada
salto seria una transicién. Si el nimero de hojas de lirio es finito entonces
se tiene un proceso con un niimero finito de estados, y el proceso tendria
un nimero infinito de estados si hubiera un nimero infinito de lirios. El
concepto de estado puede estar caracterizado por propiedades cualitativas
¢ cuantitativas.

Para estudiar procesos que no son continuos con respecto al tiempo,
se debe indicar la naturaleza probabilistica de las transiciones. Se puede
entonces asumir que las decisiones se toman sélo en puntos discretos de
tiempo igualmente distanciados unos de otros, donde el tiempo entre dos
decisiones sucesivas se denomina como un periodo. Ahora bien, podria
especificarse un conjunto de probabilidades condicionales, pi;, las cuales
representen la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j
en la préxima transicién, dado que ahora ocupa el estado 1. Ya que el sis-
tema debera ocupar algiin estado al final de la siguiente transicion, y asu-
miendo que hay N estados posibles.

N
E 1)” =1
d==1

Y como p;; son probabilidades,
0<py =1

e Hadley, op. cit., p. 174.
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Las probabilidades de transicién pueden entonces representarse conve-
nientemente en forma de matriz:
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Esta matriz proporciona una descripeién completa del proceso y se
puede utilizar para el anilisis de muchos aspectos del proceso. Por ejem-
plo, se puede calcular la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado i después de n transiciones si su estado actual es conocido, senci-
llamente computando la enésima potencia de la matriz de transicién:

Piole= PUR sy Bre=-Pu

donde P™ es la probabilidad antes mencionada. El proceso se comporta de
diferentes maneras de acuerdo con las caracteristicas que tenga la matriz
de transiciones. Primeramente, hay estados que pueden llamarse transito-
rios, ya que es seguro que no estarin ocupados por el sistema después de
muchas transiciones. Luego estdn los que podrian denominarse estados
absorbentes o capturadores, ya que una vez que el sistema ocupa dicho esta-
do, no puede salir de él; es decir, la probabilidad de transicién es cero o,
equivalentemente, su probabilidad de permanencia es uno (P;; — 1) N
estado se llama recurrente si una vez que el sistema ha ocupado dicho
estado se sabe que volvera a ocuparlo mas adelante. Un estado recurrente
nuede exhibir la propiedad de periodicidad si el sistema ocupara ahora un
eistado v luego lo vuelve a ocupar después de p, 2p, 3p, 4p. .. transiciones,
donde p es un nimero entero que describe la periodicidad del sistema. Es
importante hacer notar que un vector de estados o “cadena” puede exhibir
las caracteristicas mencionadas. Por ejemplo, puede haber una ‘“‘cadena
recurrente”. En este caso, el sistema cambiaria de un estado a otro entre
los estados de una cadena, pero sin salirse de la misma. Para aclarar estos
conceptos se presentarin algunos ejemplos simples.
Un proceso de dos estados posibles podria ser representado asi:

—
g | 1 0 —l]
| 1/3 2/3 |

Asi, si el sistema se encuentra en el estado 2, tiene una probabilidad
de encontrarse en la préxima transicién en el estado 1 de un tercio (Dos =
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1/3). Sin embargo, si el sistema llegara a ocupar el estado 1 no podria
volver a abandonarlo, ya que la probabilidad de quedarse en el mismo es
de uno (p.; = 1). Por lo tanto, el estado 2 es transitorio mientras que el
estado 1 es absorbente. Graficamente,

%]
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W

Un ejemplo de un proceso de tres estados con 2 cadenas recurrentes es
el siguiente:

gue graficamente podria representarse

1

GF
1
i 173

1/3

Como se observa, los estados 1 y 3 constituyen estados recurrentes y
5 su vez son absorbentes. Su comportamiento no cambiaria si cada uno
estuviera constituido por una serie de estados (cadena). El estado 2 es
transitorio ya que puede enviar al sistema al estado 1 o al 3, o sea a cual-
quiera de las “cadenas recurrentes”. Por ultimo es importante mencionar

una condicién del proceso que llamaremos ergodicidad.* Se dice que un

+ Este término es una adaptacién liberal del inglés “ergodicity”. Para mayor detalle con res-
pecto a esta condicién, ver Howard, op. cit.. o Paren, E, Modern Probability Theory and Jts
Applications, Wiley, New York, 1960, pp. 139-140.
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proceso Markov es completamente ergédico cuando la probabilidad de que
el sistema se encuentre en cierto estado después de un niimero grande de
transiciones es independiente del estado inicial. Es decir, el valor limite
al que tienden las probabilidades de encontrarse en diferentes estados se
hace independiente del estado donde se encontraba el sistema inicialmen-
te. Este concepto esta ligado al de cadena recurrente, ya que todo proceso
Markov debe tener por lo menos una cadena recurrente, ¥ si tiene sdlo
una entonces es completamente ergédico. El propésito de revisar —aunque
muy brevemente— todos estos conceptos, es el de lograr una mejor com-
prensién de cémo encaja esto en la toma de decisiones al nivel nacional e
internacional. Se puede notar, por ejemplo, que si se consideran las condi-
ciones que caracterizan a un pais dado en cierto momento como su “es-
tado” y a su vez se consideran varios estados posibles para ese pais, en-
tonces se podrian aplicar los conceptos expuestos anteriormente. Asi, por
ejemplo, podria haber estados absorbentes, como podria serlo el caso de
una dictadura fuerte o un estado de coloniaje del cual no haya probabilidad
de salir, al menos por un tiempo: el concepto de cadenas recurrentes po-
dria interpretarse como ciclos inflacionarios o recesiones economicas; un
caso de periodicidad en el plano politico seria la eleccién presidencial al-
terna entre partidos conservadores y liberal como fue el caso colombiano
hasta hace poco.

El método de politica iterativa para la solucién de
procesos de decisiones en secuencia

Supongamos que tenemos un proceso Markov con N estados posibles,
descrito por la matriz de Transiciones P. Introduzcamos también una ma-
triz de “beneficio” R = (r,,), (reward matrix), que asocia un pago —po-
sitivo, negativo o cero— con cada transicién que haga el sistema. Es decir,
cada transicién conlleva un “costo” o una “ganancia” para el sistema. Si
existiesen varias alternativas o decisiones de entre las cuales se pudiese
escoger una cuando el sistema se encuentre en un estado determinado, en-
tonces las decisiones que se tomen afectaran los beneficios del sistema. (0]
sea que, si denominamos al estado en el que se encuentra el sistema con
i, al estado al que pasari luego con j, al beneficio que derivara el sistema
en su transicién de i a j con r,,, ¥ a las alternativas asociadas con cada
estado del sistema con k (el nimero de alternativas posibles en cada estado
puede ser diferente) entonces podriamos pensar en determinar aquel con-
junto de decisiones que proporcionen el mayor beneficio para el sistema.
Aqui empezamos a topar con dificultades, va que si la situacién es una en
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la que las funciones de densidad de las variables estocasticas y de los cos-
tos pueden cambiar, entonces solo se podria utilizar un “horizonte de pla-
neamiento” limitado. Asi, por ejemplo, si este fuera el caso, sélo seria de in-
terés el determinar la decisién inicial que sea 6ptima, ya que a la hora de
tomar la segunda decisién la situaciéon puede haber cambiado considerable-
mente y por lo tanto necesitaria una nueva solucién con los datos nuevos.®
Afin si se asumiera que dichas densidades no cambian pero que el proceso
tiene una duracién corta estariamos bastante limitados, ya que en la rea-
lidad no es dificil encontrar gran cantidad de procesos que, para propo-
sitos de analisis, podrian considerarse de duracién indefinida. Ademis,
como dice Howard, es importante el reconocer que a menudo un proceso
no tiene que tener muchas etapas o periodos para que un analisis de
“larga duracién” sea significativo. Y tratindose este ensayo de aplicar
métodos decisionarios en secuencia a decisiones gubernamentales, pare-
ciera que es este tlltimo tipo de anélisis el que seria de mas utilidad, ya
que raramente los planes gubernamentales son de duracién corta y de
terminacién inminente. Nos referimos aqui al proceso de desarrollo de un
pais o sistema. Por ejemplo, dado que un determinado pais se encuentra
en una situacién particular y cuenta con varias alternativas a tomar que
podrian conducir al pais a otro estado (con beneficios o costos implicitos
en la transicién) y asi sucesivamente por varias etapas, no es de suponer
aue el proceso de transiciones -que en el mejor de los casos conducen al
sistema al logro de sus objetivos— encuentre terminacion sin antes tomar
un nimero de decisiones que para su anilisis podria considerarse infini-
to. Ademas, es importante hacer notar que puede haber un nimero infinito
de decisiones para un proceso ya sea porque el nimero de periodos es in-
finito o porque la duracién del tiempo entre decisiones sucesivas es insig-
nificante® v entonces, a pesar de que el nimero de etapas sea finito, el
ntiimero de decisiones a tomar es infinito, o por lo menos muy grande. Lo
que se necesita pues, es un método de tomar decisiones para cualquier
estado en que se encuentre el sistema, de manera que sus beneficios se
maximicen. Es evidente que no podemos utilizar el “beneficio total espe-
rado” como criterio en el caso de procesos infinitos, ya que dicho bene-
ficio tenderia al infinito entre mayor sea el nimero de transiciones.” Un

& Hadley, op. cit., p. 175.

6 Nemhauser, Introduction to Dynamic Programming, Wiley, New York, 1967, pp. 210-212.

7 Es de notar que cuando se considera relevante el costo del dinero o cuando existe incer-
tidumbre respecto a la duracién del proceso, se puede utilizar el beneficio total esperado como
criterio. La correccién que se hace para evitar que los beneficios crezcan sin limite es el intro-
ducir un factor de descuento que permite computar el “valor presente” del beneficio total espe-
rado. Ver Howard, op. cit., capitulo 7.




126 PLERUS

criterio més relevante seria el “beneficio promedio” del proceso por uni-
dad de tiempo.

Antes de seguir adelante, es importante el que estemos conciente de los
supuestos que conlleva el andlisis de procesos infinitos. Se asume que
las funciones de densidad de las variables aleatorias y de los costos no
cambian de periodos a periodo. También se asume que las decisiones se
toman Gnicamente en puntos discretos de tiempo, igualmente espaciados.
De esta manera, consideraremos que el proceso durari indefinidamente
v tomaremos en cuenta el efecto de las decisiones que se tomarin en el
futuro.

Aun cuando aceptemos todo lo anterior, queda otro aspecto por consi-
derar. Este se refiere a la condicién de ergodicidad del proceso. Esto es
relevante, ya que el procedimiento de solucién es un poco diferente para
casos en los que el proceso es completamente ergédico y los que no lo son.
Debido a que ambos casos podrian ser ttiles en la toma de decisiones al
nivel nacional, e internacional, los trataremos separadamente.

El caso de una sola cadena recurrente (completamente ergédico)

Como se dijo anteriormente, la condicién de completa ergodicidad se
da cuando el valor de la probabilidad de que el sistema se encuentre en un
estado después de muchas transiciones, es independiente del estado inicial.
Vamos a esbozar a continuaciéon el método de Politica-iterativa. Considere-
mos un proceso Markov completamente ergddico de N periodos, descrito
por una matriz de transiciones P = (p, ;), ¥ una matriz de beneficios
R = (r;). El proceso se observa en puntos de tiempo discretos t = 0, 1,
2,3, .... En cada uno de estos tiempos hay que tomar una decisién k de
todas las posibles alternativas disponibles en el momento. Lo que se quiere
es determinar aquel “set” de decisiones (que especifican exactamente cual
alternativa escoger bajo todas las circunstancias posibles) que maximice
los beneficios promedio por transicién. Este “set” de decisiones, que seria
la politica 6ptima, se puede representar como un vector,

e 5
d.

d
d,

2
I
|

que especifica que si el sistema se encuentra en el estado 1 se debe tomar
la decisién d,, si se encuentra en el estado i se tomari la decisién d, ete.
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Para dar una idea de lo tedioso que seria el computo necesario si hu-
biera que evaluar todas las alternativas posibles, supongamos que un
proceso consta de 30 estados y 60 alternativas. El ntmero de politicas
posibles seria de 30, o sea, un niimero en el orden de ochenta y nueve ci-
fras. El método de politica-iterativa desarrollado por R. Howard, sin em-
bargo, permite hallar la politica 6ptima en un nimero pequefio de iteracio-
nes. Este método consta de 2 partes: la de evaluacién y la de mejoramiento
de politica.

La evaluacion

En esta operacién sencillamente se evalia el beneficio para el sistema
de una politica dada. Sin pretender presentar un desarrollo matematico
riguroso, vamos a definir algunas variables de importancia.

v, (n) = beneficio total esperado que el sistema obtendra al cabo de n
transiciones si empieza en el estado i bajo una politica de-

terminada.

g — beneficio esperado por transicién si se empieza en el estado
i (también es el beneficio del periodo i).

ai = beneficio esperado de una sola transicién desde el estado i
(beneficio inmediato esperado) bajo la alternativa k.

T — valor al que tiende la probabilidad del sistema de encon-

trarse en el estado i cuando n tiende a infinito.

Bajo la condicién de completa ergodicidad, el beneficio del sistema
esta dado por

8 la r_netoglc_ﬂogx:a que se presenta a continuacién es bdsicamente la que presenta Howard, con
alguna:s sunphflcaciones. Por tanto, quienes estdn interesados en el desarrollo matematico riguroso
del método de politica iterativa, son referidos a Howard, R., op. cit.

* Nemhauser, op. cit., justifica esta relacién informalmente. En condiciones de equilibrio
(steady state) el beneficio esperado de la transicién de i a j es ry; PIj T.. Sumando sobre
iy j se obtiene

N N
g= 2 B TPyt
i=1 j=1 LiSad
si sustituimos
N
g = 2 15 P
2y T

obtenemos

42

4 L

t=1
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N )
&= Z mq
=1
Gue es la cantidad que se requiere maximizar. De igual manera, v, (n) debe
satisfacer la relacién.

N
Vi (n) = X Pij [ri,- o (Il—].)]

i
=1 n

I

| R A |
102 8, s

Es decir, que al efectuarse una transicién de i a j, el sistema obtiene
un beneficio r, , pero ademas hay que considerar que después de la primera
transicién todavia le quedan (n-1) transiciones, las cuales comenzaria en-
contrandose en el estado j. Entonces hay que afiadirle al beneficio inme-
diato esperado el beneficio que espera de los (n-1) periodos que le queda-
rian, todo “pesado” por la probabilidad de que la transicién de i a j ocu-
ra, p;. De la ecuacién anterior se obtiene

N N
vi (n) = X Pi; T + > Pi; V; (n—l) e .p N
i=1 I=1 n=123 .
v si se define
N
Oy =0 py ny =02 5
=1
se obtiene
N
)=t + B pupV -1 i=1,2 ..., N (i)
ji=1 e, 28 o
Se puede demostrar que cuando n tiende a infinito
vl(n)=ng+vi i=1121""N (2)
Sustituyendo la ecuacién (2) en la (1) se obtiene
N
& -+ Vi = g+ Ep”Vj i=1,2,...,N
j=1

Esta es la relacién que deseAbamos obtener, ya que en ella se relacionan
g y v, con la estructura de probabilidades y la de beneficios, del proceso.
Este sistema de ecuaciones tiene N ecuaciones, pero hay N + 1 incégnitas
que son las N v, y una g. Entonces no queda més que igualar una de las
V’s, por ejemplo v, a cero y resolver el sistema de N ecuaciones con N
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incognitas para obtener lo que se ha llamado “valores relativos” de la po-
litica en cuestién. La diferencia entre los valores relativos de dos estados
(ej. v, — v.) seria la ventaja relativa de empezar en 1 y no en 2, o sea, lo
que racionalmente uno daria por empezar el proceso desde el estado 1 y no
del 2.

Hasta aqui hemos logrado evaluar una politica determinada por medio
del beneficio esperado. Sin embargo, no tenemos ningtin método para es-
coger otra politica que sea superior a la primera. Esta es precisamente la
contribucién de la fase de Mejoramiento de Politica, que a continuacion
explicamos.

Mejoramiento de politica

Para determinar la mejor alternativa k en el estado i, basta evaluar la
siguiente cantidad

K N &
¢+ = pyvi (M)
J=k
con respecto a las alternativas disponibles en ese estado y utilizando los
valores relativos (v,) encontrados anteriormente. La alternativa que maxi-
mice esta cantidad se convierte entonces en d; y la decision en el estado i.
Repitiendo esto para cada estado se determina una nueva politica, que
asimismo se puede evaluar, luego mejorar, etc.
Howard ha combinado las fases de Evaluacion y Mejoramiento de Po-
litica en lo que él llama el “Ciclo-Iterativo”, que se presenta a continua-
cién, en la fig. 1:

* Para hallar la mejor alternativa en el estado i para el periodo n + 1, dado que tenemos
una politica éptima hasta el periodo n, maximizamos

k N
a; + 'El stk vy (n)
=

Para n muy grande v sustituyendo la ecuacion (2) en la anterior, se tiene
k N
q; + El P”k (ng -+ V;)
Ji
N
Pero _21 P;;* = 1, lo que haria la contribucién de ng independiente de k,
J:
por lo que sencillamente se puede maximizar
k N
T 2 l]“k vj
=
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Evaluacion
Use pi;, q; en una politica dada para evaluar
N ST
g2+ Vi=q + .E PNl & ey N
i=1

y encontrara los valores relativos v, y g,
igualando v, a cero.

-—-k—.L—\_hl—(—hl-.-l._.lul—-l—_.;\_‘L_\_.\_
e e R R e

Mejoramiento de Politica

Para cada estado i encuentre la alternativa k’ que
maximice
k N k
G+ 2 py vy
i=1

utilizando los v;, encontrados. Entonces k’ se con-

Y A S ey ey ey ey ey ey ey ) H R Y
e e A S i S s s et o e s B i S i Ky

1

k k
vierte en d;, q; en q; y py; en p;;

l
P e o e s i G s B M e e i i e
by ey ey oy ey oy ey ey ey

Fig. 1

Es decir, en la primera fase se encuentran los beneficios en funcién
de una politica y en la segunda se encuentra una politica en funcién de los
beneficios. Es interesante ver que el ciclo se puede iniciar en cualquiera
de las dos fases. De no existir ningin criterio a priori de qué valores o
qué politica utilizar para comenzar, es generalmente satisfactorio usar los
v, = 0 y empezar en la fase de mejoramiento de politica.

Si dos politicas sucesivas son iguales entonces se habra encontrado la
politica éptima y el ciclo iterativo terminaria. Howard ha probado que el
beneficio de la nueva politica determinada por el ‘“mejoramiento de po-
litica” es superior al de la anterior. Dicho de otra manera, si empezando
con la politica A se obtiene la politica B que sea diferente de A, entonces
g® > g* No sdlo esto, sino que es imposible que exista una politica supe-
rior sin que ésta sea encontrada después de cierto niimero de iteraciones
por este método. Resumiendo, el método de Politica — Iterativa se reduce a
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a) resolver sistemas de ecuaciones simultineas y compararlos.

b) encontrar politicas sucesivas, cada una de las cuales serid superior
a la anterior.

¢) terminar el ciclo iterativo cuando dos politicas sucesivas sean iguales.

Ejemplo:

Imaginémenos un caso hipotético que a todas luces es una simplifica-
cién exagerada de la realidad, pero que para efectos de ilustracién sirve
su propoésito. Supongamos que un pais dado se puede encontrar en tres
condiciones o estados, a través del tiempo. Estos estados son 1) Coloniaje,
2) Dependencia concentrada y 3) Interdependencia. Encontrandose en
cada uno de estos estados, el pais tiene varias alternativas a escoger:

si se encuentra en estado de coloniaje puede:

1. Efectuar una revolucién.

2. Diversificar sus exportaciones (exportar a méas paises).

3. No hacer nada.

Si se encuentra en un estado de dependencia concentrada podria:
1. Llevar a cabo un programa de sustitucién de importaciones

2. Diversificar sus exportaciones

Por ultimo, si se encuentra en un estado de interdependencia podria:
1. Llevar a cabo programa de sustitucién de importaciones

2. Aumentar sus exportaciones

3. Integrarse en un mercado comun.

Para cada estado existe una probabilidad de que el sistema (pais)
pueda pasar a otro de los estados. Asimismo, existe un “beneficio” aso-
ciado con cada transicién del pais bajo cada una de las alternativas. Aqui
tropezamos otra vez con dificultades. ; Cémo determinar dichas probabi-
lidades de transicién y los beneficios de las transiciones para el sistema?
Obviamente esto no es nada sencillo e inevitablemente contendra elementos
subjetivos. Las probabilidades deberin estimarse en base a toda la in-
formacién histérica econémica, social y politica de pais o paises en cues-
tién, que sea relevante. La “matriz de beneficios” puede constituirse en
base a diferentes criterios. Por ejemplo, se podria medir el impacto que
una transicion bajo una determinada politica tendria sobre indices sociales
0 econémicos, tales como el producto nacional bruto, el bienestar, la taza
anual de crecimiento, el poder en la toma de decisiones, el comercio exte-
rior, la mortalidad, la esperanza de vida, ete. Algunos de estos indices son
facilmente obtenibles. En Puerto Rico existe un modelo de crecimiento
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econémico que permite computar el impacto que una politica de sustitucién
de importaciones o de un cierto porcentaje de ahorros tendria en el PBN,
en el empleo, en el comercio exterior, etc. Por supuesto, el grado de difi-
cultad que se encuentre en este proceso depende en gran medida de los
flujos de informacién del sistema, asi como de la capacidad predictiva
de quienes hagan las estimaciones. En nuestro ejemplo, asumimos que el
impacto o “beneficio” de las diferentes transiciones bajo cada politica
se ha determinado en base a un indice que combina aspectos sociales, eco-
némicos y politicos con unidades arbitrarias. Los datos para el problema
se presentan a continuacién, en el cuadro No. 1.

Alter-
Estado nativa probabilidad beneficio beneficio inmediato
i k Py ik esperado
j =1 2 3 j=1 2 § .
s = 1= = = = j%I Py* ryy*
1 1 0 1/2 1/2 —10 3 12 10
2 3/4 1/8 1/8 2 4 5 2,62
3 1 0 0 0 1 3 0
2 1 1/4 1/4 1/2 I — 4 3 5 25
i
2 0 s s || 3 0 6 | 45
i o s
3 1 1/16 1/16 /8 | ! —13 — 6 8 58
E
1 |
2 | w8 v s || -0 —s 8 112
s [ |
3 178  1/8  3/4 | | —12 —6 13 | !
|
Cuadro N° 1

Lo que perseguimos es encontrar aquella politica que nos indique qué
hacer en todas las posibles circunstancias, de manera que se maximice el
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beneficio del pais después de muchas transiciones. No teniendo criterios
a-priori, igualamos v,, V. ¥ vV, a cero y empezamos con aquella politica
que maximice los beneficios inmediatos esperados, que de acuerdo a los
datos seria

Es decir, escoger la alternativa 1 si el pais se encuentra en el estado
1, la alternativa 2 si se encuentra en el estado 2 y la alternativa 3 si se
encuentra en el tercer estado. La matriz de probabilidades y los beneficios
inmediatos esperados correspondientes a esta politica son

d =

—
|
|

[SER VR

T0 1/2 1/—_1 T 95 ]
1/4 1/4 1/2 a 25
178 178 3/4 | 75

— _— —_—

Procedemos entonces a la fase de evaluacién. Para esto es necesario
resolver el sistema de ecuaciones

N
g+ Vi=q + 2 Pij Vi 1=1; % cowu N
j=1

que nos da

g+ v, =795 +ov; + 1/2v. + 1/2 v,
g4+ v, =45 + 1/4v, + 1/4v, + 1/2v,
g+ v, =75+ 1/8v, + 1/8v. + 3/4 v,

Si asumimos que v, = 0 y resolvemos las ecuaciones obtenemos

vy = — 1.2
Vi = — 36
vy = 0

g = 6.9

Esto quiere decir que el pais obtendria un beneficio de 6.9 unidades por
transicién si sigue la politica mencionada. Ahora entramos a la fase de
mejoramiento de politica. El resultado aparece en el cuadro 2.
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Estado Alternativa Cantidad para comparar
k N
i k o+ = pijk v,
e
i} 1 5.70
2 1.27
3 —1.20
2 1 1.30
2 3.60
3 1 5.50
2 3.52
3 6.90
Tarra 2

De estas comparaciones, donde se utilizaron los v, obtenidos en la fase
de evaluacion, se observa que a pesar de que los beneficios esperados de
las diferentes alternativas wvariaron, los cambios no fueron suficientes
para el utilizamiento de una politica diferente. Es decir, la politica que
maximizé el beneficio sigue siendo la de escoger la 1ra. alternativa si el
pais se encuentra en el primer estado, la segunda si se encuentra en el se-
gundo, y la 3ra. alternativa de encontrarse en el tercer estado. O sea, que
nuevamente se ha obtenido

(=
Il
o DO

—

v por lo tanto se ha hallado la politica éptima. De no haber sido este el
caso, y de haberse encontrado otra politica diferente a la primera, que
tendria que ser superior a la misma, entonces hubiéramos procedido a en-
trar en otro ciclo iterativo. Asi pues, hubiéramos buscado los v, para la
nueva politica, utilizando una nueva matriz de probabilidades y un nuevo
vector “q” de beneficios inmediatos. Luego, entrariamos de nuevo a la
fase de mejoramiento de politica, y asi sucesivamente, hasta obtener la

misma politica en iteraciones consecutivas.

El caso de cadenas recurrentes miiltiples

Hasta el momento se han considerado casos en los que se suponia que
el proceso era completamente ergddico; es decir, que sélo tenia una cadena
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recurrente. El método desarrollado es generalmente satisfactorio, ya que
muchas situaciones reales se pueden adaptar al mismo. Sin embargo, no
es dificil encontrar situaciones que no se ajustan a la condicién de completa
ergodicidad. Asi, por ejemplo, podria darse la situaciéon de que un sistema
pueda encontrarse en varios estados, donde méas de uno sea un estado
absorbente o donde haya varias cadenas recurrentes. De entre los estados
posibles en que un sistema se puede encontrar, o a los que podria llegar
si sigue determinadas politicas, podrian figurar los de dictadura fuerte y
de colonia, que se podrian considerar como dos cadenas recurrentes en el
sentido de que una vez que el sistema cae en ellos se le hace casi imposible
salir. Pero no entremos ahora en muche detalle de ejemplos para poder
concentrarnos en el método de solucién requerido para estas situaciones.

Una diferencia basica entre los dos casos es que cuando el proceso es
completamente ergédico se tiene un beneficio unico (g), ¥ por lo tanto el
problema se reducia a buscar aquella politica que tuviera el mayor bene-
ficio esperado. Mientras que en el caso de cadenas miiltiples, el beneficio
depende no sélo del proceso sino que también del estado en que se empieza,
de tal manera que si se empieza en el estado i se obtiene un beneficio g..
Entonces el nuevo objetivo debe ser el de encontrar aquella politica que
maximice el beneficio de todos los estados del sistema.

La evaluacion

A pesar de que cada estado posee un beneficio g; se puede probar que
el beneficio de todos los elementos de una cadena recurrente es idéntico.?
Para hallar g; podriamos utilizar la relacion (1), que ya se discutié

N
vi(n+1) = aq + Pi; Vi (n) = [ RN |
j=1
donde n se ha sustituido por (n+1). Reemplazando v, (n) por su valor
cuando n es muy grande, que es

v = ng; + Vi =21 22 ST NN
y reemplazando en esta tltima relaciéon n por (n+1), da

N
m+1)g+vi=aq + .21 pi; (ngy + V)
J:

® Howard, R, op. cit., p. 24,
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o sea
N N
ng: + g + Vi = q; + n _E Py Zis ‘2 Pi; V; (3)
1=1 i=1
Para que esta ecuacién sea satisfecha para n grande
N
gi=_2 Pii & i=1,2,...,N (4)
i=1
por lo que la ecuacién (3) se reduce a
N
g[+VI=Qi+.2 Pi; V; i:l,Z,...,N (5)
i=1

Ahora tenemos dos sistemas de N ecuaciones cada uno. (ecuaciones
(4) y (5)), para encontrar los valores de los N g, ¥y delos N v,. Sin
embargo, ya que sélo habri tantos g,,. independientes como haya cadenas
recurrentes, utilizaremos la ecuacién (4) para obtener los g, correspondien-
tes a los estados transitorios una vez que hallemos los correspondientes a
las cadenas recurrentes. La razén por la que no podemos usar las ecua-
ciones (4) para directamente hallar los valores de los g, es porque la
matriz (I-P) es singular. Entonces recurrimos a las ecuaciones (5) para
cbtener los L g,,, independientes y los N valores v,. Pero otra vez surge
el problema de tener mis incégnitas que ecuaciones; en este caso hay L
incégnitas de mds. Aplicando el mismo procedimiento que antes, arbitra-
riamente igualamos L Vv, & cero correspondientes a un estado en cada
cadena recurrente, que podria ser el de mayor i. Ahora si es posible re-
solver para los L g, independientes y para los (N-L) v, que quedan.

El mejoramiento de politica

Una vez que hemos obtenido los beneficios y los valores relativos para
cada estado del proceso, el siguiente paso es el de encontrar otra politica
que mejore los beneficios obtenidos. Dicho de otra manera, si hemos adap-
tado una politica determinada durante los primeros n periodos, queremos
encontrar una mejor para cualquier estado i en el periodo n + 1. Esto se
puede lograr escogiendo aquella alternativa k que maximice

X N

4 + X py v; ().
jed
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Otra vez, valiéndonos de que para n grande v, (n) = ng + v, obtenemos

K N
aQ + _E pi* (ng; + V)
i=1
0 sea
k N N
@ +n 2 py*g + I PtV
j=1 =1

Obviamente, cuando n es muy grande, la expresién anterior es maxi-
mizada por aquella alternativa que maximice el factor

N &
_2 Pi; &

]=

va que este estd multiplicado por n. En caso de empate, entonces se esco-
cerd aquella alternativa que maximice la otra parte de la expresion, o sea

% N
@G+ 2 piFv
=1

donde los v, son los obtenidos en la fase anterior, de evaluacion. Resumien-
do en forma esquemética, el ciclo iterativo para el caso de cadenas multi-

ples aparece en la fig. 2.
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Evaluacion

Para un set de p;; y q; y una politica dada resuelva

N
qi 4 v = q +21 Pij £ e L2 ., N

J:

==

]

% g :'2}-1 ])-1} gi 1 = 1.2,..-, N

]

|

para todo v; y g; igualando un v; a cero en cada cadena re-
currente (I, en total)

i
|
[
]
|
]
i
)
| N
|
|
|
J
]
I
|

-
(=
8 g

Mejoramiento de Politica

Determinar la alternativa k, para cada estado i que maximice
N
N K
2Pk g
L

e e e S St S . Bt e R e s e e e e

En caso de empate, utilice la alternativa que maximice

k N

G+ 2 P”k vy
i=1
Fig. Nam. 2

El ciclo se termina cuando dos politicas sucesivas son iguales.

Ejemplo

Otro ejemplo hipotético, que mis que representar una situacién posi-
ble trata de ilustrar el procedimiento, seria el de un pais con tres estados
posibles y tres alternativas en cada estado. Los posibles estados son:

1. Una dictadura
2. Subdesarrollo crénico
3. Colonia econémica

Las alternativas disponibles en cada uno de los casos son:

1. No hacer nada
2. Llevar a cabo politica tendiente a reducir el grado de dependencia
3. Efectuar revolucién
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Supongamos que los datos para este problema son los presentados en el
cuadro Nim. 2.*°

Beneficio inmediato

Estado Alternativa |Probabilidades esperado
i k Pu®  p® Pt gk
1 i} 1 0 0 2 |

2 0 1 0 2
% 0 0 1 3
2 1 1 0 0 6
2 0 1 0 4
3 0 0 1 5
3 1 1 0 0 8
2 0 1 0 9
3 0 0 1 7
Cuadro Num. 3

La primera politica serfa aquella que maximice los beneficios inmedia-
tos esperados, o sea

1“3— i 6 f.1 ( 8
d = 1 pZI . 4" 0 g == 6
2 | R W 9

Inmediatamente empezamos la tarea de evaluacién. La ecuacién (4) nos da

g:. =g g:=& g: = 2

lo cual indica que en realidad sélo hay una cadena recurrente a la cual
pertenecen los tres estados y por lo tanto existe sélo una ganancia g =
g, = g = g Podriamos proseguir, pero si lo hacemos no se exhibiria el
efecto de un proceso con cadenas multiples. Sin embargo, si escogemos
como politica inicial otra, como por ejemplo,

] T4

]"3_ T4 1
gl 3 ] p = B -1 0
1 -1

—_— — — —

entonces si tendriamos dos cadenas, que lo demuestra el resultado de la
ecuacién (4):

2 =g g =g g =&

10 Este ejemplo es una adaptacién de une dado por Howard, op. cit. vy utiliza los mismos
datos numéricos.
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Aqui la primera cadena esti compuesta por los estados 1 y 3 y la segunda
por el estado 2. Si llamamos 'g al beneficio de la cadena i, entonces

&= ='2y¢ ="1¢g
Igualando v. = v, = 0 y utilizando la ecuacion (5),

g+ v =3 ‘T =4 'g=8+ v
que da:

g = 11/2 g = 4 g = 11/2

Vi = -b/2 v = 0 Ve = 0

Una vez obtenidos los g; v los Vi, empezamos la fase de mejoramiento de
politica, que aparece en el cuadro 4.

Estado Alternativa Prueba de beneficios Prueba de valores
) k
i k ,E Pis* g g + X Py bt
3=1 i=1
1 1 11/2 — 3/2
2 4 2
3 1172 3 L
2 1 11/2 T2
2 4 4
3 11,2 5 s
3 1 11/2 11/2
2 4 9
3 11/2 0 .-
Cuadro Nam. 4

Aqui vemos cémo en el caso de que més de una alternativa dé el mismo
valor para la cantidad de comparacién de beneficios, se decide en base a
la comparacién de valores, que aparecen en la tltima columna de la tabla.

La nueva politica es

- 8 e 9 1 [ 8]
3 P = 0 0 1 g = 5
| 3 g 0 1 {7 |

—_— —_— _

d =

Para evaluar esta nueva politica usamos las ecuaciones 4:

g, = g; g: = g3 g: = s
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lo que reduce de nuevo el problema a una sola cadena. Entonces podemos
hacer g, = g. = g: = g, Vs = 0 y por medio de las ecuaciones (5) obtener

cuya solucién da
gl = 7 V]_ — —4
gz = 7 Vv_) = —-2
gy = U0 Ve = 1

Utilizando estos valores y beneficios entramos de nuevo al mejora-
miento de politica, cuyos resultados aparecen en el cuadro nimero 5.

Estado Alternativa Prueba de beneficios Pfueba de valores
i k b p”k g; q® L 2-‘ ;1”1( v
i i
1 1 7 — 3
2 T 0
3 T 3 -
2 1 7 2
2 7 2
3 T 5 &=
3 1 4 4
2 7 7
3 7 i

Cuadro Nim. 5

En el estado 3 hay un empate entre las alternativas 2 y 3, pero siem-
pre se deja la anterior en estos casos, lo que da la politica,

que era la misma anterior y por lo tanto se ha obtenido la politica éptima.
Esta politica dice que si el pais se encuentra bajo una dictadura debe haber
una revolucidn, si se encuentra en un estado de subdesarrollo crénico debe
hacer lo mismo y en el caso de encontrarse bajo el coloniaje debe llevar a
cabo una politica tendiente a la reduccién de la dependencia. Los benefi-
cios esperados de esta politica, después de muchos periodos es de 7 uni-

dades, que son arbitrarias. Claro, que estos resultados son meramente
ilustrativos. Lo que se ha querido presentar aqui son ejemplos sencilios

o C2 02

i
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para ilustrar el procedimiento de anilisis en forma simple. Los problemas
reales tendrian mas variables, las alternativas serian mas complejas y va-
riadas y la asignacién de probabilidades y de beneficios se dificultaria
bastante. A pesar de que los ejemplos dados tienen un enfoque un tanto
internacional, el método se puede utilizar en la toma de decisiones de ca-
racter nacional !

Una de las implicaciones de més importancia de este modelo —dentro
del contexto de la planificacién en sistemas abiertos— es la necesidad de
un sistema de informacién, o mas propiamente de “inteligencia”, que per-
mita estimados razonables de las probabilidades de transicién del sistema,
considerando las posibles reacciones exégenas que se producirian en res-
puesta a las decisiones que se tomen para el sistema en cuestion.

Indudablemente que las premisas implicitas en el modelo (especial-
mente la de que las probabilidades de transicién inmediata no varian) de-
berin estudiarse mas detenidamente con respecto a su validez en el con-
texto de la toma de decisiones aqui tratada, asi como deberi ahondarse en
otros aspectos de la aplicaciéon del modelo. Sin embargo, como se estable-
ci6 al principio, el propésito de este ensayo no ha sido el de presentar un
estudio exhaustivo del tema sino que el de estimular la exploracién de
nuevos enfoques analiticos para la toma de decisiones en sistemas nacio-
nales.

11 El concepto de procescs Markov ha sido va aplicado en contextos similares, Paul Smith lo
utilizé para estudiar el crecimiento y la asignacién de recursos al nivel regional (Smith, P.,
“Markov Matrices and Regional Development”, Journal of Regional Science, Vol. 3, No. 1, Sum-
mer, 1961, pp. 27-36), en tanto que A. Rogers lo usé para analizar los movimientos migratorios
Interregionales y su control ( Rogers, A., Matrix Analysis of Interregional Population Growth
and Distribution, University of California Press, Berkeley, 1968).



