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Resumen

Esta investigacion describe los procesos de pensamiento de tres estudiantes
de noveno grado, que utilizaron los manipulativos Algeblocks y la Politabla
Dreyfous en su aprendizaje sobre los métodos de factorizacion en algebra elemental.
Especificamente, se estudi6: (1) procesos de pensamiento al factorizar polinomios
usando manipulativos y su relacién con la parte abstracta, (2) representaciones
mentales al usar manipulativos en este tema, (3) obstaculos cognoscitivos que
presentaron cuando utilizaron éstos para factorizar polinomios y los que presentaron
cuando los factorizaron algebraicamente, (4) estrategias utilizadas para superar
estos obstaculos. Se estudio, ademas, como los manipulativos les ayud6 a realizar
la transicion de lo concreto a lo abstracto con relacion al tema estudiado.

Descriptores: manipulativos, algebra, desarrollo cognoscitivo,
representaciones mentales de conceptos, factorizacion de polinomios

Abstract

The purpose of this investigation was to describe the thinking process of
three ninth grade students, who used manipulative “Algeblocks” and the “Politabla
Dreyfous” while leaming the methods of factorization in elementary algebra. The
following were specific aspects studied in the investigation: (1) thinking process
when factorizing polynomials using manipulative and their relationship to the ab-
stract level, (2) mental representations when using manipulatives related to this
subject, (3) cognitive obstacles presented when factorizing polynomials and those
presented when they are factorized algebraically, (4) strategies used to surpass
these obstacles. In addition, how the manipulative helped them to make the transi-
tion from the concrete to the abstract level in regard to the studied subject.

Keywords: manipulatives, algebra, cognitive development, mental rep-
resentations of concepts, factorization of polynomials.

Introduccién
os procesos de pensamiento de los estudiantes es un tema que ha
I recibido mucha atencidn en las investigaciones que se han realizado
en el drea de educacion en matematicas. En particular, Bush (1998)
reseiia algunos estudios que se llevaron a cabo sobre este aspecto, indicando que
aunque éstos usualmente ofrecian sugerencias pedagdgicas, su enfoque principal
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era en las construcciones cognoscitivas que los estudiantes realizaban cuando
aprendian ciertos conceptos. Algunas de las investigaciones estdn relacionadas
con el aspecto cognoscitivo y el aprovechamiento de los estudiantes. En particu-
lar, se estudié la relacion entre el procesamiento de informacion, el nivel de
desarrollo cognoscitivo y el aprovechamiento en matematicas (Roberts,1990), el
desarrollo conceptual al resolver ecuaciones lineales en una variable (Tsao,1995),
los procesos de pensamiento de los estudiantes cuando solucionan problemas
(Alfred, 1999; Chen, 1992; Clement, 1982; Days, Wheatley, y Kulm, 1979; Hsieh,
1995; Thompson, 1986; Webb, 1979).

Otras investigaciones relacionadas con los procesos de pensamiento se
han desarrollado con estudiantes universitarios. En particular, Mertz (1990) des-
cribe y evalua (usando un enfoque de proceso cognoscitivo), la naturaleza de las
diferencias individuales en las destrezas aritméticas basicas, de estudiantes de nivel
post — secundario. Bush (1998) llevé a cabo un estudio para explorar lo que
entendian dos estudiantes universitarios sobre el tema de teoria de grupos.
Finalmente, otras investigaciones relacionadas con el aspecto cognoscitivo se han
realizado con estudiantes que se estan preparando para ser maestros (Barb, 1997,
Sloan, 1993).

Por otro lado, algunos autores indican que los manipulativos aumentan el
nivel de entendimiento de los alumnos (Burns, 1996; Burton, 1992; Kennedy, 1986;
Lapp, 1999; Moser, 1986; Tooke, 1992). Ademis, se han presentado resultados de
investigaciones que comparan la instruccién utilizando material concreto con la
instruccion tradicional, obteniendo resultados significativamente a favor de la
primera (Chester, 1991; Ernest, 1994; Hinzman, 1997; Sherman, 1990; Sowell,
1989; Steele, 1993, 1994).

En particular, se han realizado investigaciones sobre el efecto del uso de
material manipulativo en élgebra y se ha encontrado evidencia estadisticamente
significativa a favor del uso de éstos (Goldsby, 1997; Leinebach y Raymond, 1996;
Martelly, 1998; Sobol, 1998). Ademas, se han desarrollado proyectos
fundamentados en el uso de manipulativos, los cuales han sido muy exitosos
(Edwards, 1994; Ernest, 1994; Rodriguez, 1998).

En Puerto Rico se han realizado investigaciones relacionadas con el efecto
del uso de material manipulativo en el aprovechamiento de los estudiantes en
matemdticas. Algunas de éstas se llevaron a cabo en el nivel intermedio (Benitez
Cotto, 1997; Colén Rodriguez, 2000; Martinez Lopez, 1997; Matos Quintana, 1997,
Rosa Carrasquillo, 1997; Santiago, 1997) y otras en el nivel superior (Bermidez,
1997; Colén Soto, 1996; Rivera Orsini, 1996). En las mismas se encontro evidencia
estadisticamente significativa a favor del uso de los manipulativos.

Este tipo de material ha sido mencionado por distintos autores como una
alternativa mediante la cual los alumnos pueden construir representaciones de
conceptos, es decir, realizar mas ficilmente la transicion de lo concreto a lo abs-
tracto y por lo tanto recomiendan el uso de los mismos (Berman y Friederwitzer,
1989; Bohan y Shawaker, 1994; Hartshorn y Boren, 1990; Joyner, 1990; Land y
Edwards, 1994; McClung, 1998; Sharp, 1995).
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No obstante, aiin con todas las investigaciones realizadas, las cuales se
han fundamentado en los procesos de pensamiento de los alumnos y que cubren
una variedad de aspectos, la literatura no abunda en estudios sobre los procesos de
pensamiento de los estudiantes cuando éstos usan los manipulativos. En particu-
lar, algunos autores recomiendan que se realicen investigaciones sobre las
dificultades cognoscitivas de los estudiantes (Alfred, 1999; Herscovics, 1989),
los procesos de pensamiento utilizados por los alumnos del nivel intermedio cuando
aprenden algebra usando manipulativos (Sobol, 1998). Por lo tanto, es necesario
que se desarrollen estudios sobre este aspecto, en particular utilizando técnicas y
disefios cualitativos (Sobol, 1998).

El proposito de esta investigacion fue describir y analizar los procesos de
pensamiento de estudiantes al utilizar manipulativos en su aprendizaje de dlgebra
elemental. En particular, se analiz6 como les ayudaron los manipulativos
Algeblocks y la Politabla Dreyfous a entender los conceptos estudiados y a formar
las representaciones mentales de los mismos. Ademas se estudiaron los obstaculos
cognoscitivos al resolver ejercicios mediante el uso de los manipulativos y a los
que se enfrentaron cuando los resolvieron de forma abstracta, y como utilizaron
las estrategias para superar estos obstaculos, si es que incorporaron alguna.

En este estudio se contestaron las siguientes preguntas de investigacion:
(1) ;{Como los estudiantes resuelven ejercicios sobre factorizacién de polinomios,
en el curso de algebra elemental con los manipulativos Algeblocks y Politabla
Dreyfous y cudl es su relacién con la parte abstracta?, (2) ;Coémo son las
representaciones mentales que forman los alumnos de los conceptos estudiados en
algebra elemental, cuando resuelven ejercicios con los manipulativos Algeblocks
y la Politabla Dreyfous?, (3) ; Como son los obstaculos cognoscitivos que encuentran
los estudiantes cuando resuelven ejercicios con los manipulativos Algeblocks y la
Politabla Dreyfous y como son los que encuentran, cuando los resuelven de forma
abstracta?, y (4) ;Como los estudiantes utilizan las estrategias para superar estos
obstaculos?

Método

Esta investigacion fue de naturaleza descriptiva cualitativa y se llevé a
cabo en el ambiente natural donde sucedieron los eventos especificamente, en un
salén de clases del curso de Algebra Elemental. Se utilizaron diferentes maneras
de recopilar los datos y de esta forma se realiz6 el proceso de triangulacién (Bogdan
y Biklen, 1998; Creswell, 1994, 1998; Drew, Hardman, y Weaver Hart, 1996;
Fontana y Frey, 2000; Foster, 1996; Gall, Gall, y Borg, 1999; Merriam, 1988,
1998; Patton, 1990; Stake, 2000; Vockell y Asher, 1995; Wiersma, 1995; Yin, 1993,
1994). Se utilizaron: (a) la prueba Longeot, (b) la técnica de entrevista, (c) la
técnica de pensar en voz alta, (d) la técnica de exploracion retrospectiva, (e) las
observaciones directas y (f) los documentos escritos por los estudiantes. La mayoria
de los datos se presentan en forma narrativa, esto es, usando palabras o diagramas,
en lugar de nimeros (Creswell, 1994; Fraenkel y Wallen, 1996; Merriam, 1988).
Se dio énfasis tanto en el proceso de los estudiantes cuando aprendian algebra
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elemental mediante manipulativos, como en el resultado obtenido por el uso de los
mismos (Creswell, 1994; Fraenkel y Wallen, 1996; Merriam, 1988).
Diseiio

El disefio que se utilizé en esta investigacion fue un estudio de caso
multiple (Creswell, 1994; Merriam, 1998; Yin, 1993, 1994) en el cual participaron
tres estudiantes de noveno grado matriculados en un curso de Algebra Elemental.
Se describieron y analizaron sus procesos de pensamiento al factorizar polinomios
en el curso de Algebra Elemental, mediante el uso de los manipulativos Algeblocks
y la Politabla Dreyfous Especificamente, se describid y analizo esta situacion en
términos cualitativos durante doce semanas. Durante este tiempo, la investigadora
observé el trabajo de los estudiantes en el curso de Algebra Elemental y ademas,
se realizaron cinco sesiones de reunion con cada estudiante individualmente donde
les presentaron ejercicios para resolver con los manipulativos y sin el uso de éstos.
Las primeras cuatro sesiones de reunion se llevaron a cabo previo a que el profesor
explicara el método abstracto para factorizar polinomios. El propoésito de esta
accién fue investigar si los alumnos podian hacer la transicion de lo concreto a lo
abstracto en relacion con este tema.

Muestra

Para seleccionar a los participantes, se les administrd la prueba Longeot
a todos los estudiantes de noveno grado, quienes tomaban el curso de Algebra
Elemental en la escuela laboratorio de la Universidad de Puerto Rico, para
determinar el nivel cognoscitivo en que se encontraban. Se clasifico a los estudiantes
en el nivel de desarrollo cognoscitivo: concreto o formal. Luego, se utilizd el
método de muestreo aleatorio simple para seleccionar a dos alumnos del nivel
concreto y uno del nivel formal. Se realizd de esta manera, ya que los autores
indican que los estudiantes que estdn en la etapa concreta necesitan més de la
ayuda de los manipulativos para pasar por experiencias instruccionales mediante
las cuales puedan visualizar y entender mejor los conceptos que estudian (Phillips
y Soltis, 1985; Piaget, 1964, 1972, 1973, 1977). Otros indican que la ensefianza
debe comenzar con la fase concreta hasta llegar a la abstracta, independientemente
de la edad de los estudiantes (Boham y Shawaker, 1994; Brown y Smith, 1997,
Greenes, 1995; Hartshorn y Boren, 1990; Lapp, 1999; Moser, 1986). No obstante,
algunos seiialan que ain los adultos necesitan de material concreto para entender
mejor los conceptos (Berman y Friederwitzer, 1989).

Las dos alumnas seleccionadas del nivel concreto eran del sexo femenino,
las cuales se identificaron como estudiante A y estudiante B, mientras que el joven
seleccionado del nivel formal, era un vardn, el cual se identificé como estudiante
C.

Anélisis de los datos

Se realizé un andlisis de contenido (Merriam, 1998; Patton, 1990), tanto
de las cinco sesiones de reunion que se llevaron a cabo, como de las observaciones
diarias en la clase de dlgebra elemental y de los documentos escritos por los
estudiantes en estas sesiones. El andlisis de contenido se define como el proceso
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de identificar, codificar y crear categorias para los patrones observados en los datos
(Merriam, 1998; Patton, 1990). Este analisis se fundamenté en la identificacion
de los aspectos de interés de este estudio (Patton, 1990). Se recomienda que se
desarrollen categorias y que se realicen comparaciones y contrastes para obtener
el mejor significado posible de los eventos, esto es, el investigador debe contemplar
la posibilidad de enfrentarse con hallazgos contradictorios (Creswell, 1994;
Merriam, 1998). Se recomienda, también, que se establezca un proceso de
codificacion para reducir la informacion, de manera que se pueda clasificar la
misma en las categorias que se establezcan (Creswell, 1994; Merriam, 1998). La
investigadora realizo este proceso. A continuacion se presenta un resumen de los
hallazgos obtenidos en esta investigacion. Se han incluido los aspectos
sobresalientes de ésta.

Hallazgos
Proceso al resolver ejercicio. relacion con la forma abstracta

Se encontrd que el proceso que seguian los estudiantes para factorizar
polinomios, usando los manipulativos era el siguiente: seleccionar las piezas de
los Algeblocks que necesitaban las cuales representaban los términos del ejercicio,
colocarlas en la Politabla tratando de formar un rectangulo y ubicar las liguillas
correspondientes, de manera que se respetaran los signos de los términos del
polinomio. Observaban los bordes de la Politabla para determinar la respuesta que
le brindaba la representacion que habian hecho. Se encontrd también que los tres
estudiantes pudieron representar algunos de los ejercicios presentados, de mas de
una forma y todos indicaban que se obtenia la misma respuesta. Mas aiin, la
estudiante B y el estudiante C seiialaron que en lo unico que variaban, era en el
orden, pero que esto no afectaba el resultado, lo que indica que conocian lo que
dice la propiedad conmutativa de la multiplicacion.

En particular, la estudiante A demostrd, tanto en sus ejecutorias en todas
las sesiones de reunion, como por las observaciones recopiladas por la investigadora
en el salon de clases, que no habia podido realizar la transicién de lo concreto a lo
abstracto para llevar a cabo el proceso de factorizacion de polinomios. Esto se
sustenta porque pudo factorizar correctamente los ejercicios propuestos, usando
los manipulativos, pero no logrd hacer este proceso con los polinomios que se le
presentaron para factorizar algebraicamente. No mostraba persistencia para tratar
de realizar la factorizacion algebraica de los polinomios propuestos, sino que de
inmediato se daba por vencida, sin intentarlo. Ademas, conceptualizaba la
factorizacion de polinomios en dos vertientes, una usando los manipulativos y la
otra, usando el método algebraico, sin relacion alguna entre ellos.

Por su parte, la estudiante B pudo factorizar correctamente los ejercicios
presentados en las sesiones de reunién dos y tres, en los cuales podia usar los
manipulativos, pero no pudo factorizar algebraicamente los que se le presentaron
con ese proposito. Este aspecto indica que no habia podido realizar la transicion
de lo concreto a lo abstracto en relaciéon conlos métodos: factor comun, diferencia
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de dos cuadrados y trinomio cuadrado perfecto. Mientras que en la cuarta sesion
de reunion, la estudiante pudo factorizar correctamente todos los ejercicios
presentados y mostrd que habia comenzado hacer la transicion de lo concreto a lo
abstracto en relacion conla factorizacion de trinomios de la forma: x> +bx + ¢, y
ax? + bx + c. En esta sesidn de reunién utiliz, por primera vez, el proceso de
verificacion para cotejar que las respuestas obtenidas fuesen correctas.

El estudiante C mostrd que pudo realizar la transicion de lo concreto a lo
abstracto con relacion al tema de factorizacion de polinomios, desde la segunda
sesion de reunion en la cual se trabajo con el método de factor comun. Es decir,
factorizé correctamente todos los ejercicios propuestos, valiéndose de los
manipulativos, asi como de forma algebraica. Ademas, realizo correctamente el
proceso de verificacion para todos los ejercicios, usando la propiedad distributiva.
De los hallazgos obtenidos en esta investigacion, se desprende que el uso de los
manipulativos va més alld de la etapa de desarrollo cognoscitivo en que se encuentre
una persona, es decir, los mismos mostraron que ayudaban en el proceso de
aprendizaje, tanto para los estudiantes que estaban en el nivel de desarrollo
cognoscitivo concreto, como para aquellos que se encontraban en el nivel formal.
Mas aiin, aunque el estudiante C, quien estaba en el nivel de desarrollo cognoscitivo
formal, segiin los resultados de la prueba Longeot, se mostro reacio a utilizar los
manipulativos al comienzo de este estudio, luego indic que le resultaba més facil
factorizar los polinomios con el uso de éstos y que le ayudaban a entender mejor
los procesos que realizaba.

En resumen, a pesar de que los tres participantes de esta investigacién
seguian un proceso similar para factorizar polinomios, usando los manipulativos
Algeblocks y la Politabla Dreyfous, el estudiante C fue el tnico que demostré que
habia hecho la transicion de lo concreto a lo abstracto para la mayor parte de los
métodos de factorizacién estudiados. Esto era de esperarse, ya que el mismo se
encontraba en el nivel de desarrollo cognoscitivo formal, segin los resultados
obtenidos en la prueba Longeot y por lo tanto, el poder pasar de lo concreto, con el
uso de manipulativos, a lo abstracto, usando el método algebraico, era mis facil
para él. Por su parte, de las dos alumnas que estaban en el nivel de desarrollo
cognoscitivo concreto, segin los resultados obtenidos en la prueba Longeot,
solamente la estudiante B demostrd que habia hecho la transicion de lo concreto a
lo abstracto, y fue s6lo para la factorizacién de trinomios de la forma: x* + bx + ¢
y de la forma: ax? + bx + c. Mientras que la estudiante A no demostré haber
realizado esta transicién para ninguno de los métodos de factorizacion estudiados.
Esto se evidencié porque no pudo factorizar algebraicamente ninguno de los
ejercicios presentados con este propdsito.

Representacion mental

La representacion mental que formaron los tres estudiantes participantes
de la investigacion cuando factorizaban ejercicios, usando los manipulativos
Algeblocks y la Politabla Dreyfous fue precisamente las piezas de los Algeblocks
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y su correspondiente localizacion en la Politabla de manera que se formara un
rectangulo. En particular, mencionaron que también pensaban en la forma en que
debian colocar las liguillas, de modo que se respetaran los signos de los términos
del polinomio que estaban factorizando.

En particular, la estudiante A y la estudiante B seifialaron que ya tenian en
su mente la imagen de ésta y que localizaban mentalmente los ejercicios en la
misma. El estudiante C sefialé que después de usar muchas veces la Politabla, ya
tenia como “retratado en su mente” la imagen de este manipulativo. La estudiante
B y el estudiante C mencionaron que también pensaban en la forma en que debia
colocar las liguillas, de modo que se respetaran los signos de los términos del
polinomio. Ademds, tanto la estudiante A como la estudiante B indicaron que
preferian usar los manipulativos para realizar la factorizacion de los ejercicios, y
no hacerlo de forma abstracta.

Obstaculos cognoscitivos

En relacion con los obstaculos cognoscitivos presentados por los
participantes de la investigacion, se encontrd que la estudiante A y la estudiante B
mostraron los siguientes: en diversas ocasiones no utilizaron el proceso de
verificacion para cotejar que las respuestas obtenidas fuesen correctas, no pudieron
hacer la representacion de algunos de los ejercicios propuestos y tuvieron dificultad
en identificar varias de las piezas de los Algeblocks que necesitaban para hacer la
representacion de algunos ejercicios. Ademds, mostraron que no sabian que los
cuadrados son un tipo de rectangulo y la estudiante B no pudo factorizar
algebraicamente los polinomios en los cuales habia que utilizar los métodos: fac-
tor comtin, diferencia de cuadrados, trinomio cuadrado perfecto y agrupar términos,
mientras que la estudiante A no pudo factorizar algebraicamente ninguno de los
polinomios que se le present. Esto implica que no habia podido realizar la
transicion de lo concreto a lo abstracto para factorizar polinomios con los métodos
estudiados. Tampoco, pudieron crear un ejemplo que factorizara con el método de
diferencia de dos cuadrados y no reconocieron que el uno era un cuadrado per-
fecto. Ademas, en ocasiones mostraron dificultad para acomodar las liguillas en la
Politabla, de manera que se respetaran los signos de los términos del polinomio.
Otro obstaculo cognoscitivo que mostraron fue que no supieron explicar lo que era
factorizar polinomios, ni explicar la razén de por qué uno estaba factorizado y otro
no. Ademds, no supieron identificar el método de factorizacion que se utilizaba
para algunos ejercicios. Ademas, la estudiante A demostré que no sabia lo que
eran términos semejantes, al escribir 3x + 6 =9x, y demostrd también que presentaba
dificultades con las leyes de exponentes, cuando indicé que: 5x? = (5x)?, luego
sefialo que 5x? = 10x, lo cual estd incorrecto.

Por su parte, el estudiante C mostré los siguientes obstaculos
cognoscitivos: tuvo dificultad en identificar una de las piezas de los Algeblocks la
cual necesitaba para representar un ejercicio en la Politabla, no supo explicar
apropiadamente por qué un polinomio no estaba factorizado y realiz6é de forma
incorrecta la representacion de algunos ejercicios en la Politabla, lo que lo llevé a
que la factorizacion obtenida fuese incorrecta.
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Ademas, la mayoria de los obstaculos cognoscitivos que presenté este
estudiante estaban relacionados con la factorizacién de los ejercicios
algebraicamente. Posiblemente fue asi, ya que fue el unico que pudo hacer la
transicion de lo concreto a lo abstracto para la mayoria de los métodos de
factorizacién estudiados y por lo tanto, el que utilizd con mayor frecuencia el
proceso algebraico para factorizar los polinomios.

Estrategias para superar los obstdculos

Enrelacion con las estrategias presentadas por los estudiantes para superar
los obstaculos cognoscitivos a los que se enfrentaron, se encontrd que la estudiante
A apenas utiliz6 las mismas. En términos generales, cuando indic incorrectamente
las respuestas obtenidas en la Politabla, volvi6 a examinar con detenimiento las
representaciones que habia hecho y entonces, corrigioé su error. De igual forma,
cuando tuvo dificultad en identificar los términos semejantes en una expresion
algebraica, analiz6 con detenimiento el ejercicio que habia resuelto y pudo enmendar
el error cometido. Esto es, incorporo la estrategia de revisar. Ademds, cuando no
podia formar el rectingulo que buscaba en la Politabla, continuaba moviendo las
piezas de los Algeblocks hasta que conseguia formar éste, es decir, incorpor¢ la
estrategia de tanteo y error. Mientras que en la clase de dlgebra elemental, las
estrategias que utiliz también fueron pocas. En algunos casos esperaba a que el
profesor explicara y mostrara como se factorizaban los ejercicios, para superar los
obsticulos cognoscitivos a los que se enfrentd, es decir, incorporaba la estrategia
de observacion. Ademads, cuando estaban factorizando algebraicamente los
polinomios, ésta acudid a los que habia factorizado con los manipulativos, para
tenerlos como referencia. Esto implica que utiliz6 nuevamente la estrategia de
revisar.

Por su parte, para corroborar que las respuestas obtenidas con los
manipulativos estuviesen correctas, la estudiante B cotejaba que los ejercicios
estuvieran bien representados en la Politabla, en lugar de usar el proceso de
verificacién, lo incorpord en la cuarta y quinta sesion de reunion. Ademds, para
factorizar algebraicamente los polinomios con el método de factor comun, la
estrategia que utiliz6 esta alumna fue descomponer en factores cada término de
éste, pero no lo hizo correctamente y no lieg6 a la respuesta correcta. Es decir,
incorpord la estrategia de analizar, aunque la misma no la ayudé a llegar a la
respuesta correcta. Mientras que la estrategia que us6 para corregir las
representaciones que habia realizado incorrectamente, fue analizarlas con
detenimiento y de esta manera se percaté del error que habia cometido y lo pudo
corregir. Esto lo hizo en varias ocasiones, lo que implica que acudi6é nuevamente
a la estrategia de revisar. Finalmente, la estrategia que utiliz6 esta estudiante para
factorizar algebraicamente los trinomios de la forma: x* + bx + ¢ y de la forma: ax?
+bx + ¢, fue utilizar como guia los trinomios de este tipo que habia podido factorizar,
usando los manipulativos. Esto implica que intent6 transferir lo que habia hecho
con los manipulativos, a los ejercicios que se le solicitaba que factorizara
algebraicamente.
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Por ultimo, el estudiante C acudié en repetidas ocasiones al proceso de
verificacidn con la propiedad distributiva, para cotejar que la respuesta obtenida
fuese correcta. También incorporo la técnica de tanteo y error, para conseguir la
respuesta de otros ejercicios. Ademds, utilizé una estrategia que uso la estudiante
B, la cual consistié en utilizar como guia los ejercicios resueltos con los
manipulativos, para poder factorizar algebraicamente los que se le presentaron
con ese proposito, los cuales eran trinomios de la forma: x? + bx + ¢ y de la forma:
ax? + bx + ¢. Es decir, al igual que la estudiante B, también, intent6 transferir lo
que habia hecho con los manipulativos, a los ejercicios que se le solicitaba que
factorizara algebraicamente. Ademads, para superar algunos obstaculos
cognoscitivos presentados, la estrategia que incorpord fue analizar con detenimiento
el proceso que habia realizado, reflexionar sobre el mismo y de esta forma lleg6 a
la respuesta correcta. Esto es, utilizo la estrategia de revisar. Cuando el estudiante
no pudo factorizar algebraicamente algunos de los ejercicios presentados en la
quinta sesion de reunion, acudié a los manipulativos y de esta forma consigui6 la
respuesta que buscaba. Nuevamente utiliz6 la estrategia de “transferir”. También
incorporo la estrategia de explorar, para superar el obstaculo cognoscitivo al que
se enfrenté cuando no pudo representar uno de los ejercicios propuestos.
Finalmente, el estudiante C apenas present6 obsticulos cognoscitivos en la clase
de algebra elemental. Los que presentd estaban relacionados con representaciones
incorrectas de los Algeblocks en la Politabla, pero pudo corregirlos todos y llegar
a larespuesta correcta en cada caso. A continuacion se presenta la discusion de los
resultados y las conclusiones a las que se llego en este estudio.

Discusién de hallazgos y conclusiones

En relacion con el uso de manipulativos como una herramienta que ayuda
a realizar la transicion de lo concreto a lo abstracto, algunos autores indican que el
uso de éstos facilita esta transicion (Berman y Friederwitzer, 1989; Bohan y
Shawaker, 1994; Hartshorn y Boren, 1990; Joyner, 1990; Moser, 1986). No ob-
stante, los hallazgos de esta investigacion indican que la estudiante A no pudo
realizar la misma para el tema de factorizacién de polinomios, mientras que la
estudiante B la pudo hacer sélo para un tipo de factorizacion, y el estudiante C la
realiz6 para la mayoria de los métodos de factorizacién estudiados. La teoria de
Piaget puede explicar lo que le sucedi6 a la estudiante A con respecto a esta situacion.
Como esta alumna se encontraba en el nivel de desarrollo cognoscitivo concreto,
necesitaba de material manipulativo en el cual utilizara sus sentidos y tuviera
diversas experiencias con éstos, para poder entender los conceptos que estudiaba
(Piaget, 1964). Ademas, Piaget indica en su teoria de desarrollo cognoscitivo, que
no todas las personas pasan de una etapa de desarrollo a la otra a la misma vez, que
algunas necesitan tener mas experiencias con material concreto antes de llegara la
etapa formal del pensamiento, en la cual son capaces de razonar en forma abstracta
y sobre conceptos hipotéticos (Inhelder y Piaget, 1955; Piaget, 1964). Es probable
que la estudiante A necesitara pasar por més experiencias con material manipulativo,
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de manera que pudiese realizar la transicion de lo concreto a lo abstracto, en el
tema de factorizacion de polinomios.

De igual forma, la teoria de Piaget puede explicar el hecho de que la
estudiante B s6lo pudo realizar la transicion de lo concreto a lo abstracto para
factorizar los trinomios de la forma: x? + bx + ¢ y ax® + bx + c. Es decir, este
hallazgo esté4 de acuerdo con la teoria cognoscitiva de Piaget en el sentido de que
una persona puede trabajar con conceptos hipotéticos en unas areas de contenido,
pero tarda mas en otras para alcanzar cierto nivel de abstraccion. Es decir, en unas
areas puede pasar mas rapidamente de la etapa concreta a la etapa formal del
desarrollo cognoscitivo. Este comportamiento lo demostré la estudiante B cuando
pudo lograr la abstraccion para factorizar trinomios de la forma mencionada
anteriormente, pero no pudo hacerlo para los otros métodos de factorizacion
estudiados.

Ademas, el hallazgo encontrado para el estudiante C, en el sentido de que
pudo realizar la transicion de lo concreto a lo abstracto con respecto al tema de
factorizacion de polinomios, es consono con lo establecido en la teoria cognoscitiva
de Piaget, ya que este alumno se encontraba en la etapa de desarrollo formal, segiin
los resultados obtenidos en la prueba Longeot y por lo tanto, se justifica que haya
podido hacer la transicion de lo concreto a lo abstracto de forma mas réapida que
las estudiantes que estaban en el nivel de desarrollo cognoscitivo concreto. Esta
teoria establece que las personas que se encuentran en la etapa formal pueden
manejar mds ficilmente los aspectos abstractos y trabajar con situaciones
hipotéticas, ya que el pensamiento matematico formal es esencialmente hipotético
- deductivo (Inhelder y Piaget, 1955; Piaget, 1964). Este planteamiento converge
con los hallazgos encontrados para el estudiante C.

También, el hallazgo encontrado para la estudiante A y para la estudiante
B, enel sentido de que visualizaban la factorizacion de polinomios en dos vertientes,
una usando los manipulativos, y la otra, utilizando el método algebraico, es consono
con lo sefialado por Bright (1986). Este autor indica que si los manipulativos no se
usan adecuadamente, puede llevar a la concepcion errénea de que existen “dos
mundos matematicos”, el de los simbolos y el de los manipulativos, y que ambos
tienen reglas distintas. Indica que esta percepcion puede producir conflictos en el
desarrollo conceptual de los alumnos, que fue lo que se encontr6 para estas dos
estudiantes. Es decir, el no poder establecer la conexi6n entre los manipulativos y
el método algebraico para factorizar polinomios, les llevo a que no pudieran realizar
la transicién entre la fase concreta y la abstracta, en relacion con este tema. En
relacion con esto, es probable que tanto la estudiante A como la estudiante B
necesitaran diagramas de los manipulativos, como una ayuda para poder “conectar”
la fase concreta con la fase abstracta, aspecto recomendado por Hynes (1986).
Otros autores (Heddens, 1986; Martelly, 1998) estdn de acuerdo con este particu-
lar, ya que indican que es necesario ayudar a los estudiantes a conectar lo aprendido
en el nivel concreto, con el nivel abstracto, de modo que se elimine el “hueco o
vacio” que existe entre ambos. Estos autores destacan el hecho de que los alumnos
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deben internalizar el material nuevo en el nivel concreto, y sistematicamente ir
progresando hasta llegar a la representacion abstracta del mismo.

Algunos autores (Baroody, 1989; Berman y Friederwitzer, 1989) también
apoyan este aspecto, indicando que las representaciones pictdricas, como por
ejemplo, diagramas de manipulativos, son importantes para conectar el vacio que
existe entre la fase concreta y la abstracta. Howen (1986) también esta de acuerdo
con este particular, sefialando que “la construccion del puente” entre los niveles
concreto y abstracto, requiere una atencion cuidadosa, esto es, aunque un estudiante
pueda resolver un problema en el nivel concreto, no implica que sea capaz de
resolverlo en el nivel abstracto. Esta situacién se dio con la estudiante A y la
estudiante B, éstas pudieron factorizar unos polinomios usando los manipulativos,
pero no pudieron hacerlo algebraicamente.

Ademas, de los hallazgos encontrados para el estudiante C, se infiere que
el uso de manipulativos le ayud6 a desarrollar el simbolismo matematico que
necesitaba para llevar a cabo el proceso de factorizacion de polinomios. Este
aspecto apoya lo planteado por Capps y Pickreign (1993) en el sentido de que el
uso frecuente de manipulativos puede ayudar a desarrollar el lenguaje y el
simbolismo matematico. Lo anterior evidencia el hecho de que los manipulativos
son Utiles tanto para los estudiantes que estan en el nivel de desarrollo cognoscitivo
concreto, como para aquéllos que estan en el nivel formal. Sobre este particular,
algunos autores (Boham y Shawaker, 1994; Bright, 1986; Brown y Smith, 1997;
Greenes, 1995; Hartshorn y Boren, 1990; Heddens, 1986; Howen 1986; Hynes
1986; Lapp, 1999; Moser, 1986) indican que la ensefianza debe comenzar con la
fase concreta hasta llegar a la abstracta, independientemente de la edad de los
estudiantes. Mas aun, algunos seiialan que también los adultos necesitan de mate-
rial concreto para entender mejor los conceptos (Berman y Friederwitzer, 1989).
A pesar de que el estudiante C se mostré “reacio” a usar los manipulativos al
comienzo de esta investigacion, luego sefialé que el utilizar éstos le facilitaba los
procesos y le ayudaban a entender mejor los conceptos estudiados.

También, este estudiante se mostré “persistente”, es decir, establecia
conjeturas y dedicaba el tiempo que fuese necesario para tratar de factorizar los
polinomios, lo que trajo como consecuencia que, en muchas ocasiones, lograra su
objetivo. Este aspecto del proceso de aprendizaje apoya lo sefialado por varios
investigadores (Lester, Garofalo, y Kroll, 1989; Nickerson, Perkins, y Smith, 1990;
Schoenfeld, 1985, 1987) en el sentido de que los solucionadores de problemas que
son exitosos son aquéllos que evallan sus acciones y procesos de pensamiento,
mientras realizan esta tarea. También, sefialan que estos estudiantes dedican mas
tiempo a analizar el problema y las direcciones que deben tomar para solucionar el
mismo, que los solucionadores menos exitosos. Es probable que estas acciones
realizadas por el estudiante C influyeran en el éxito que demostré para resolver los
ejercicios propuestos.

Por otra parte, la representacion mental que formaron los tres estudiantes
participantes del estudio cuando factorizaban polinomios, usando los manipulativos,
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fue precisamente las piezas de los Algeblocks y su correspondiente localizacion en
la Politabla, de manera que se formara un rectangulo. También mencionaron que
pensaban en la forma en que debian colocar las liguillas, de modo que se respetaran
los signos de los términos del polinomio. Este hallazgo confirma lo establecido
por Davis y Maher (1990) en el sentido de que el primer paso que se debe llevar a
cabo cuando se soluciona un problema, es construir una representacion del mismo.
Indican ademads, que el material concreto puede ayudar a los estudiantes en el
proceso de construir la representacién adecuada de éstos. Este planteamiento esta
de acuerdo con lo expresado por otros autores (Martelly, 1998; Pogrow, 1994) en
el sentido de que los manipulativos pueden ayudar a los estudiantes a desarrollar
modelos mentales de los conceptos. Ademas, Davis (1989) seiiala que las
representaciones mentales que desarrollan los estudiantes, juegan un papel funda-
mental en su aprendizaje de algebra. También, Berman y Friederwitzer (1989)
sefialan que el uso de modelos concretos ayuda a los estudiantes a desarrollar sus
propias imagenes mentales de los conceptos. Es evidente que el usar los
manipulativos Algeblocks y la Politabla, le ayudo a los estudiantes a construir la
representacion mental de los polinomios que factorizaban.

Ademas, de los hallazgos encontrados en esta investigacion se desprende
que los obstaculos cognoscitivos presentados por la estudiante A y la estudiante B
eran similares, al igual que algunas de las estrategias utilizadas para superar éstos.
Es posible que esto se deba a que ambas alumnas estaban en la etapa concreta de
su desarrollo cognoscitivo, segin los resultados obtenidos en la prueba Longeot,
lo que trae como consecuencia que en algunos aspectos su proceso de pensamiento
sea analogo. En particular, la estudiante A y el estudiante C presentaron obstaculos
cognoscitivos cuando utilizaron incorrectamente las leyes de exponentes, aspecto
que apoya lo sefialado por Marquis (1988) en el sentido de que esa dificultad
constituye uno de los errores méas comunes que cometen los estudiantes en élgebra.

Por otra parte, tanto la estudiante A como la estudiante B presentaron un
obstaculo cognoscitivo cuando realizaban la representacion de polinomios que
factorizaban con el método de trinomio cuadrado perfecto, ya que se les formaba
un cuadrado en la Politabla y éstas no reconocian que los cuadrados son un tipo de
rectangulo, lo que les trajo confusion. Este particular lo sefiala el NCTM en el
documento Principles and standards for school mathematics (2000) en el que
recomiendan que se deben trazar diagramas de Venn, para resumir las caracteristicas
sobre estas figuras geométricas, de manera que los estudiantes entiendan las mismas.

Por otro lado, es probable que el estudiante C fue el que mds estrategias
utilizo para superar los obstaculos cognoscitivos a los que se enfrentd, ya que el
mismo mostrd ser mds persistente, hacia conjeturas y dedicaba el tiempo que fuese
necesario para obtener las respuestas que buscaba. Posiblemente, este
comportamiento le hizo reflexionar més y acudir a una mayor cantidad de estrategias
para superar las dificultades que se encontrd, mientras factorizaba los polinomios
propuestos. Es decir, mostr6 en general, ser exitoso cuando realizaba esta tarea
(Lester, Garofalo, y Kroll, 1989; Nickerson, Perkins, y Smith, 1990; Schoenfeld,
1985, 1987).
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Asimismo, una de las teorias en la cual esta fundamentada esta
investigacion, es la teoria constructivista. La misma plantea que el educando tome
parte activa en la construccion de su propio conocimiento y que no sea un ente
pasivo y ajeno a todo el proceso que le rodea. Es decir, que no esté sometido al
mismo, sino que forme parte de éste (Anthony, 1996; Baroody y Ginsburg, 1990;
Blais, 1988; Cobb, 1995; Davis, Maher, y Noddings, 1990; Gadanidis, 1994;
Greenes, 1995; Greeno, Collins, y Resnick, 1996; Kerka, 1986, 1997; Peterson y
Knapp, 1998; Tang y Ginsburg, 1999; Von Glasersfeld, 1990). La dindmica que se
genera cuando se utilizan los manipulativos apropiadamente en el proceso de
ensefianza — aprendizaje, esta fundamentada en los postulados presentados por
esta teoria. Esto es asi, ya que los maestros deben permitir que sean los estudiantes
los que construyan su propio conocimiento, a través del trabajo con este tipo de
material. En particular, Peterson y Knapp (1998) seiialan que esta teoria modifica
el rol de los maestros, de unos que dirigen el discurso del salon de clases y que les
indican los procesos correctos a los alumnos, a unos que guian las actividades de
los estudiantes y que proveen ejemplos y contraejemplos. Brown y Smith (1997)
también, indican que el uso apropiado de los manipulativos permite que sean los
estudiantes los que descubran y lleguen a las conclusiones.

No obstante, en este estudio se encontrd, que a pesar de la utilizacion de
los manipulativos en el proceso de ensefianza — aprendizaje en la clase de algebra
elemental, no se provey6 de suficiente tiempo para que los estudiantes construyeran
su propio conocimiento. Es decir, el profesor de la clase dirigia la misma y en
muchas ocasiones presentaba las reglas que se pretendia que los alumnos
descubrieran. En un sentido, esto trajo como consecuencia que la transicion de lo
concreto a lo abstracto se viera “como forzada”, ya que no todos los estudiantes
llegaban a las generalizaciones deseadas. Este hallazgo coincide con lo encontrado
por Sobol (1998) en su investigacion, en el sentido de que los maestros que usaron
manipulativos adoptaron nuevas estrategias, pero no modificaron el mecanismo
fundamental de ser un “transmisor” del conocimiento.

Sin embargo, hay que tomar también en consideracion que habia un
prontuario ya establecido en el curso de algebra elemental, con unos temas que
habia que cubrir en cierto tiempo. Esto traia como consecuencia que no se dispusiera
de suficiente tiempo, de modo que los alumnos pudieran permanecer por mas un
periodo mas prolongado en algiin tema que asi lo requiriera. Ademas, existia otra
limitacion en la escuela, y era que frecuentemente habia periodos cortos por diversas
razones: reuniones, actividades y otros, ademas de que en ocasiones se suspendian
las clases por las razones anteriores, lo que traia como consecuencia que se
minimizara ain mas el tiempo del cual se disponia para las mismas. Es posible
que las causas mencionadas anteriormente sean las responsables de que no se
proveyera del tiempo que necesitaban los estudiantes para construir su propio
conocimiento, segin lo establece la teoria constructivista.

Ademas, en relacion con la quinta sesion de reunion, la cual se llevo a
cabo cuando los estudiantes habian estudiado todos los métodos de factorizacion,
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usando tanto los manipulativos como algebraicamente, se esperaba que éstos
pudieran factorizar una mayor cantidad de ejercicios, utilizando la forma algebraica.
No obstante, no fue asi. De hecho, el estudiante C sefialé que usaba los
manipulativos “porque era mas facil, estaba cansado y no tenia deseos de pensar
ese dia”. Ya que este estudiante demostré que pudo realizar la transicion de lo
concreto a lo abstracto para la mayoria de los métodos de factorizacion estudiados,
es posible que hubiese podido utilizar la forma algebraica para factorizar una mayor
cantidad de ejercicios en esa sesion de reunion. No obstante, por los comentarios
emitidos por éste, aparentemente no estaba en la disposicion de hacerlo ese dia.

Finalmente, los resultados obtenidos en esta investigacion llevan a concluir
que el uso de manipulativos en algebra elemental puede promover en los estudiantes
la capacidad de crear representaciones mentales de los conceptos que estudian.
De esta manera, se provee para que éstos puedan solucionar problemas relacionados
con el tema bajo estudio (Davis, 1989; Davis y Maher, 1990; Martelly, 1998;
Pogrow, 1994). También, se concluye que el uso de material manipulativo resulta
atil tanto para los estudiantes que estan en el nivel de desarrollo cognoscitivo con-
creto, como para aquéllos que estan en el nivel formal. Es decir, aunque éstos
tltimos puedan llegar a realizar las abstracciones que incluye la matematica, y
sobre todo, el adlgebra mas rapidamente que los alumnos que estin en la etapa
concreta, los manipulativos le proveen una herramienta para entender mejor los
conceptos estudiados y le facilitan lograr dichas abstracciones.

Ademas, se concluye que es importante proveer el tiempo que necesitan
los estudiantes para construir su propio conocimiento, segun lo establece la teoria
constructivista. De esta forma se incrementa la probabilidad de que éstos puedan
realizar la transicion de lo concreto a lo abstracto, segiin sus capacidades y
habilidades individuales, de forma que tenga sentido el conocimiento adquirido.
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Notas
Datos descriptivos de los manipulativos Algeblocks y la Politabla Dreyfous

Los manipulativos que se utilizaron en esta investigacion fueron los
Algeblocks y la Politabla Dreyfous, los cuales son marcas registradas. Estos
fueron creados por el Dr. Ricardo Dreyfous en el afio 1993. Los primeros contienen
siete piezas distintas, éstas son: (a) las unidades: los bloques cuadrados mas
pequeiios, (b) las piezas que representan la x: los bloques rectangulares que miden
una unidad de ancho por x unidades de largo, por lo tanto, su drea es 1 x x =x, (c)
las piezas que representan la y: los bloques rectangulares mas largos que los que
representan la x, cuyas dimensiones son una unidad de ancho por y unidades de
largo, por lo tanto, su drea es 1 x y =y, (d) las piezas que representan la z: bloques
rectangulares un poco mas largos que los que representan la y, cuyas dimensiones
son una unidad de ancho por z unidades de largo, por lo tanto, su dreaes 1 xz=2z,
(e) las piezas que representan xy: bloques rectangulares cuyas dimensiones son x
unidades de ancho por y unidades de largo, por lo tanto, su drea es x x y =xy, (f) las
piezas que representan x”: bloques cuadrados de dimensiones x unidades de largo
por x unidades de ancho, por lo tanto, su drea es x’ y (g) las piezas que representan
»*: bloques cuadrados mas grandes que los que representan x’, cuyas dimensiones
son y unidades de ancho por y unidades de largo, por lo tanto, su drea es y°. Todas
estas piezas son de color azul claro por un lado, las cuales representan las cantidades
positivas, y de color azul oscuro por el otro, las cuales representan las cantidades
negativas. También, la parte azul oscura tiene textura arrugada. Ademads, los
manipulativos incluyen dos simbolos de “es igual” (=) y una pieza que por un lado
contiene el simbolo de relacién “es mayor que” (>) y al voltearlo tiene el simbolo
“es menor que” (<). Todas las piezas anteriores vienen organizadas en una cajita
plastica que contiene ocho divisiones, en cada una de éstas se colocan las ocho
piezas del manipulativo. En particular, en cada caja vienen 30 unidades, 12 piezas
de la x, 10 piezas de la y, seis piezas de la z, ocho piezas x?, seis piezas )?, seis
piezas xy.

Los Algeblocks son unos manipulativos muy versatiles, que los pueden
utilizar los estudiantes desde el nivel elemental, hasta el universitario, ya que con
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éstos, los alumnos pueden aprender gran una variedad de conceptos. Algunos de
los conceptos que se pueden aprender con este material son los siguientes: suma,
resta, multiplicacion y division de niimeros enteros, leyes de signos para las cuatro
operaciones basicas, suma y resta de términos semejantes, el proceso de sustitucion
de variables por niimeros enteros, traduccion de expresiones lingiiisticas y
enunciados lingiiisticos a expresiones algebraicas, multiplicacion y divisién de
polinomios, productos especiales, factorizacion de polinomios, solucién de
ecuaciones lineales en una variable, solucion de inecuaciones lineales en una vari-
able, solucion de ecuaciones con valor absoluto, solucién de sistemas de ecuaciones
lineales en dos variables por el método de eliminacion y de sustitucion, y solucion
de sistemas de ecuaciones lineales en tres variables. En la Figura 1 se muestran
todas las piezas que incluye el manipulativo Algeblocks.

Por otro lado, la Politabla Dreyfous, es un cuadrado plastico de
dimensiones de nueve pulgadas por nueve pulgadas. Esta tiene la representacion
de tres longitudes distintas, tanto en el lado vertical como en el horizontal. La
primera, la longitud menor, representa la unidad. La segunda longitud representa
laxy la tercera longitud, representa la y. La Politabla Dreyfous es completamente
compatible con los Algeblocks, esto es, las piezas de este tltimo se pueden colocar
sobre la Politabla, en los espacios cuyas dimensiones correspondan a las de las
piezas. Por ejemplo, en la primera fila se pueden colocar cuatro piezas que
representan la unidad, tres piezas que representan la x y dos piezas que representan
la y. Otro ejemplo, que representa esta correspondencia, es el siguiente: en la
ultima fila se pueden colocar cuatro piezas que representan la y, tres piezas que
representan la xy, y dos piezas que representan ). La Politabla Dreyfous incluye
diez liguillas, seis azul claro y cuatro negras. Las liguillas de color azul claro se
utilizan para representar las expresiones positivas, mientras que las liguillas negras
se usan para representar las expresiones negativas. Ademas, con este manipulativo
se puede representar la multiplicacion y division, tanto de nimeros enteros, como
de polinomios y la factorizacion de polinomios. En la Figura 2 se ilustra un diagrama
de la Politabla Dreyfous.
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Figura 1. Piezas del manipulativo Algeblocks
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Figura 2. Diagrama de la Politabla Dreyfous
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