Dos definiciones de Completitud

MARIAN PALERM DE SETIEN

El concepto de un cuerpo ordenado completo es definido de
diferentes formas por muchos autores. Estas definiciones, aunque
tratadas de maneras distintas, deben ser equivalentes en el sentido
de que todo cuerpo ordenado que satisfaga una definicién debe
satisfacer la otra.

En este trabajo veremos en detalle dos de estas definiciones de
completitud y estudiaremos una sutil discrepancia entre ellas. Aun-
que s6lo mencionamos un ejemplo de un cuerpo ordenado que es
completo bajo una definicién y no es completo bajo la otra, cree-
mos en la posibilidad de la existencia de otros, y consideramos el
problema interesante para la formalidad envuelta.

Definicion 1
Un cuerpo ordenado C es completo si satisface el Axioma de

Completitud, que dice que todo subconjunto no vacio S de C que
tenga una cota superior, tiene una cota superior minima. (4) (2)
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Definicion 2

Un cuerpo ordenado C es completo, si toda sucesién de Cau-
chy en C, converge a un elemento c de C. (1)

El cuerpo ordenado & de los nimeros reales, obviamente satis-
face ambas definiciones de completitud.

Para entender nuestra exposicidén incluiremos, a continuacion,
una definicién y un teorema.

Definicién 3

Sea N el conjunto de los nimeros naturales (2). Un cuerpo or-
denado C tiene la propiedad Arquimideana, si para cualquiera a,
b e C,donde 0 <a<b,existene N, talquen.a=b.

Teorema I

Ley de Arquimedes: Un cuerpo ordenado completo C (segin
la definicién 1) es arquimideano.

Prueba:

Vamos a suponer que esta conclusidn es falsa. Sean a y b dos
elementos particulares positivos del cuerpo completo C, tales que,
para todo n € N, b 2 n . a. El conjunto S de todos los miltiplos
n a tiene entonces la cota supcrlor b. Por el Axioma de Completl-
tud, S tiene una cota supenor minima b*. Entonces b* >n . a
para cada n € N, as{ que b* > (n+ 1)a. Esto implica que b* - a >
n a, asi [ que b* - J2 €s una cota superior de todos los multiplos n a.
Perob* - a<b* » pues a > o. Esto es una contradiccién, ya que
habfamos dicho que b* era la cota superior minima. :

Ahora veremos un ejemplo de un cuerpo ordenado, que bajo
la definicién 1 no es un cuerpo ordenado completo, pero bajo la
definicién 2 si lo es.

Sea K el conjunto de todas las series de potencia i rij, donde

j es entero, r:e R/ para cada j; y para algiin entero h, r; = 0'si j <h.
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Se definen suma, multiplicaci(')n y orden de la siguiente forma:

SumaErx-‘+Z sJ 2)(r+s)xJ

Multiplicacion: 2 E rxJ E sxl Z ( T rs%-

Orden: E erJ < E Si xJ si existe un entero k, tal que rj=5j,

para toda j <k, y rp <sj.
Proposicion 1
El conjunto K, segin lo hemos definido, forma un cuerpo

ordenado no arquimideano.
Prueba:

Sean E rjxj, E ijj, _fi tjxj elementos de K.

A. K es un grupo conmutativo bajo suma, pues satisface los si-
guientes requisitos:
R1: _i; I'jX] + ( ;5‘” SjX] + _ii tjxj) =
S e E Vebeyde
z rx'+ z (sJ + t]? X
i) AT R S T
_Ew [rJ+ (S]+ t_])] x.
4 [(r-+s-)+t-]xJ =
E (rJ x =
(Z rx+2 sx])+2 txJ

+s)x+2 tJ

R,: Sea § = 2 “J J’ donde “] = 0 para cada J.
Entonces, 23 erJ+ > p]xJ = E (r + uJ) xJ

i (tj+0) x = _Ewrjxj.

125



. > 5 j 5 - j oo 3 oo b
R3: Para cada .Em rjx’, existe ?m s:xd donde (. X ,rpsq) x4 ook &k ) x =

J = ~i'p'q
+ = + =
gi= ~1j para cada j, de forma que, = Pj . .,,J i e p,., 2 ;
‘ z I - z s+ z X . z X,

J . Llamaremos e al elemento i ijx-] donde ij =1lparaj=0,y

(rj+(—rj))xj=iOXj=6. j

J
_i; oo o oo g
ij = 0 para toda j # 0. De esta forma X rjx-l ce=2 rij -z ijxJ

R4 2, rij+ z ijj' =Z (rj+ sj) 2 = _i:; rxd.
=Z (5p+ 1)) x! Todo elemento _Em rjx] de K - {6} tiene un inverso multiplica-
=Z SjXJ t2r jXJ' tivo i ij-], de manera que _f); rij . _5“ sj-xJ = e. Veamos esto. Sabe-
R [ e 3 j
. mos que 2 rixl .+ T s =T ( _.IpSq) ¥, ¥ queremos que
B. K es un cuerpo, ya que satisface los siguientes requisitos. ol . : Py il )
> XS SeRigh) X = 1, o sea que si tenemos i rij # 0, debemos

Rs: K es un grupo conmutativo bajo suma. —='p+q=j P4

Rg: Sean _il; rjxj, _i; ijJ elementos de K.

hallar _)o.?; ijJ tal que i rjx-l . 3 s:x) = 1. Por lo tanto, queremos

Entonces, > > s'xj =5 > J ue 2 Iaic=1pamprg=i=0,y qie . & &.S:=0bns
¥ ~°°J _JOOJ _&(p+q:erSq)X q p+q =J pq .p p p+q =Jpq

=3 (qulzjsqr. )x p+ q=j#0. Sea i rjxj mcr 209 pgy 1, .., neZ. Veamoslos

e 13 SjXJ .z rij términos de i ijJ donde p + q=p=j. Eltérminos x = (rj) ;
Ro: _i); rjxj - za:o ijj+ £ tjxj e x 1 es el primer té}'mino de ¥ ijj, ya que ((rp) -1 xm kry =

S o j 0ex0 = 1 y Z r;x) comienza en n. Este término es el (inico donde

_Ew rjX . _Eoc (Sj+ tj)X = ) s

oo - S g b S ool :

F( = rp(5q+ g i P+ q = 0. Ahora, veamos los términos de sjX donde p+ q#0. Si

+q=
T £H P+q= 1, tenemos (rys_, , 1+, 1.5,) X = 0x'. Esta ecuacion es

2 2.(r5+rt)xj:

=psgs RSO EY lineal, y conocemos I'n» Tn+ 105 281 que podemos hallar s, , 1. Si

z j
Z( (p Z_Ipse) X+ (p

i e 2
+q =] E=j plq) x) = P* q=)=2, tenemos que (rpS_p, 2+ Ty, 1 Sp4 2+ T4 25n) X =

=
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0xZ. Conocemos Tns tn+ 1> Tn+ 255050+ 15 POT lo tanto podemos
hallar Sy + 2- De esta manera, como conocemos cada término de
_gm rjxj, resolviendo estas ecuaciones lineales una por una, iremog
conociendo todos los términos de i, ijj, de manera que _i?; erJ .

i sj-x-l = e. Por lo tanto, todo elemento de _i; rij de K —{ 6} , tiene

un inverso multiplicativo.

K tiene un subconjunto P, donde P es el conjunto de todas las
i, rjxj, donde I = 0 para toda j <k, y donde ry, > 0. Para este
conjunto P, al que llamamos el conjunto positivo de K, se satisfa-

cen los siguientes requisitos:

Ul T F s B s SR
R8.(_Zwrf<,_2m st eP)*'_Emer +_2.,°st eP,yaque_Eerx+

io ijl = _ﬁw (rj et % por definicién de suma, y donde
(rj f: sj) > 0 para el primer término donde I+ sJ-qéO.
R9.: (i rjxj, i ijj eP)~» _2: rjxj . i stJ € P, ya que _Em rjxj .
E ijJ =Z (p y <21:=J rpsq) x), donde IpSq > 0 para el primer
rpsq;éO. ‘ .
Ryp: i’ rijeP = i, rij éP. ,
Ryq: ( io rij K)>( _2” er] = 0 ) si cada r = 0 para toda j;

o ( i, rjxjeP ) si I = O para toda j <k, y r. > 050 (- _fi rjxjeP)."

sirj=0paratodaj<kyrk<0.
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De esta forma hemos visto que K es un cuerpo ordenado. Aho-

ra, veremos que el cuerpo ordenado K no es arquimideano.
?

=)

Seaa =2 rij = 0x%+ r1x1+ r2x2+ ... donde I #0 para algu-

S ooyed
naj>0,yseab :Eijj =1x0+ S1X T+ SpX 4.

Por la definicién de ordenacion de K, 0 < a <b. Entonces,

1

2 =n (Ox0+ X+ r2x2 +o.0)

0+ nrlxl + nr2x2 Ry,

< 1x0+ slx1+ 52x2 B =1

= 0x

Por lo tanto, n - a <b, V n, asi que K no satisface la Propiedad Ar-
quimideana. Entonces, el cuerpo.o.rdenado K no es un cuerpo or-
denado completo segtin la definicién 1 ya que’el Teorema 1 nos
dice que, todo cuerpo ordenado completo, seglin esta definicion,
es arquimideano.

Es ttil hacer notar que en K, | 2 rjxJ | es una serie donde €l

< /’
coeficiente del primer término de 2 rij que no sea cero, seré el

valor absoluto de ese coeficiente.

Teorema 2

Toda sucesién de Cauchy en K converge a un elemento de K.
Prueba:

e ]
Una sucesion de Cauchy en K es una sucesion (r;) = ( ? rji )

tal que para todo € € K, €>0, (€= _Eeij ), existe n . € N tal que
J

para todon, m e N;n, m > n. ,
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[ 2 rjnxJ - rjmxj =, (rjn = rjm) X | <e.

El signo “<” se interpreta en K en la siguiente forma: Que u sea el
suscrito del primer coeficiente en € que no es cero. Que A sea el

suscrito del primer coeficiente en | 2 (rjn - rjm) % | que no es

CeCro.

Entonces, A> g, 0 A=y iy~ Iy | < €, para que se satis-
faga la desigualdad.

Definimos s = 2 ijJ de la siguiente forma:
J
Sea e . =x™" 1
Sea s, el coeficiente de x™ en cada término de (r;) tal que
i> nem
Entonces, dado un € > 0, existe p. de forma que si 1 <pu,, €l

coeficiente de x en € es 0, y el coeficiente de xMe es positivo.
Entonces, si k>n, , entonces
He

]s—rk|<e#6<e.

Bueno, como en K toda sucesiéon de Cauchy converge, el cuer-

po ordenado K es un cuerpo ordenado completo seglin la defini-
cién 2.

Creemos necesario aclarar la diferencia entre ambas definicio- °

nes para cuerpo ordenado completo. Hemos visto que el cuerpo
ordenado K es completo segiin la definicién 2, y no es completo
segn la definicion 1.

Para que ambas definiciones de completitud sean equivalentes,
en el sentido de que todo cuerpo ordenado que satisfaga una defi-
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nicion satisfaga la otra, es necesario afadirle, en la definicién 2, la
propiedad Arquimideana al cuerpo ordenado C.

Entonces, probaremos la siguiente equivalencia. ¥ "
(i) Cada subconjunto no vacio de un cuerpo ogdf:nado , que ten

4 una cota superior, tiene una cota superior minima en c. :

(i) El cuerpo ordenado C es arquimideano, y toda sucesion de
Cauchy en C, tiene un limite a en C.

Prueba:

i ” .i . .

i’lc))r (511 2l‘eorema 1, vemos que (i) implica que C es arquimidea-
no. Ahora, cada sucesion de Cauchy {an) en C, estd acotada efn (&
como en cualquier cuerpo ordenado. Esto es claro, ya que si po-
nemos € = 1 en la definicién de una sucesion de Cauchy, tenerdnos:
min {9.1, By wsey an—l} <ap <max {32, s b 1} , para toda aj

sidén. ‘ -

1 elsitr?tf)\;cc(;s, en C, los elementos x,, = cota superior minima

alk > n} existen por (i). Pero la sucesion {xn} es no creciente

por definicion. Entonces, el limite de {Xn) = x, para alguna xeC.

Como {an} es una sucesion de Cauchy, tenemos que para todo

€> 0, la-x]| < Iak—xkl + Ixp-xl < € para toda k =>n, para n € N
bastante grande. Entonces lim a = X € L

(Slclf)aﬁ))él)e G, X #0, b una cota superior de X, y x € X. Como

C es arquimideano, existe, para cada n € N, algtin T € N, tal que

=+35 >b en C. Entonces X + T es una cota superior de X. Para
n n

- L or de X
cadan e N, el conjunto B, = {m |X + — es una cota superior
n

es un subconjunto no vacio de N, y tiene un elemento natural
minimo m, por deficinién (4). Entonces, para cada n € N,
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— I :
Dy, = +_nE es una cota superior de X,
m,-1 1
e = SEEnsy
2) X, =%+—"— =y -FSXen C para alguna xeX.

Luego, x, <yp, pues X, < xeX y x <y, . Entonces, Xm™ Xy
1

1 ’ Id 14
Ly Ao n) =, ¥ Xp~Xy| = méx {xm—xn, xn~xm} < mix

{-1-, c }en C para toda n, meN.
n’'m

Pero, como lim %= 0 en el cuerpo arquimideano C(2),{xn}‘es

una sucesion de Cauchy en C. Entonces, por hipotesis, { xn) tiene
un l{mite a en C.

Proposicion 2

a es la cota superior minima de X.
Prueba:

Asumamos a < x para alguna xeX. Como lim {xn} =a, ¥y

: 1 : x-a 1 x5
lim {Tf} = 0, existe neN; tal que x -a<[x -3 < 1 e <-——2—
1 X-a, X-a

en C, para alguna xeX. Entonces, yy = x5+ <(a+=5)+ =5

= xeC. Esto es imposible, pues xeX, y habiamos visto que y,

es una cota superior de X. Por lo tanto, a es una cota superior
de X.

Ademds, si ¢ es una cota superior de X, entonces a < ¢ en C.
Si no fuera asf, a - ¢ > 0 en C. Entonces, para alguna neN, a-X,

< |ax, [<acen( yc<x,<xenC,paraalguna xeX. Esto

no es posible, pues ¢ es una cota superior de X.
Como hemos visto, nuestro problema ha consistido en que las
dos definiciones de completitud, que parecen ser las mas comunes
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en los cursos de Algebra y Anilisis, no son quiv_aéentes pori 11111](1)2;
condicién. Esta condicién es la gropli()iad arquimideana, y v

i ia exi ejemplo. '
i dl]?:irepe?ecrlzl e)é;s;:rrrllt;scggeuzn Jmafema’tticas necesitamos defini-
ciones egquivale,ntes para un mismo térr’nino. Po@n’atmos preguntar-
nos entonces cuil seria la definicién mas conveniente. e

Bueno, el cuerpo ordenado completo que mai1 usam(;;blccer
cuerpo de los niimeros 1:eales. Este cuerpo n(1>s ayu .ade; gsar e
un criterio. Como los numeros reales tienen adpro;c)lle & e
deana, creemos que para definir un Icucrpo ordenado goml()io oo
debe incluir esta propiedad, y asi todo cuerpo ordena
isomorfico a los reales.

Leyenda
1) acA .a es el elemento del conjunto A
2) aéA ,a no es elemento del conjunto A
3) a<b ,4 €s menor dq b
4) a<b ,4 €S Menor o iguala b
5) a>b ,a es mayor de b
6) a=b ,a es mayor o 1gual ab '
7) 0 iidentidad aditiva del conjunto K
8) » ,Jimplica
9 v ,para todo ’

10) @ ,conjunto vacio
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